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LA FONDATION SILLIMAN 


En l’année 1883, une somme de 80.000 dollars fut léguée 
au Président et aux Membres du College Yale en la cité 
de New Haven, pour en cons-erver le dépôt, à titre de don, 
par les enfants de Mme Hepsa Ely Silliman en l’honneur 
leur bien-aimée et honorée mère. 

Sur cette fondation, il a été demandé et recommandé 
au College Yale d’instituer annuellement une série de 
leçons destinées à démontrer la prévoyance, la sagesse et 
la bonté de Dieu, telles qu’elles se manifestent dans îe 
monde tant naturel que moral. La conviction du testateur 
était que toute présentation bien ordonnée des faits de la 
nature ou de Thistoire contribuait au but de cette fonda- 
tion plus efficacement que n’importe quelle tentative de 
développement sur les principes de la doctrine ou de la foi; 
et, en conséquence, il a entendu exclure du but de la fon- 
dation des leçons de théologie dogmatique ou polémique et 
la réserver bien plutôt aux sujets empruntés aux domaines 
de 'la science naturelle ou de l’histoire, tout particuliè- 
rement de l’astronomie, de la chimie, de la géologie et de 
l’anatomie. 

Il a été, en outre, prescrit que chaque cours annuel ferait 
l’objet d’un volume appelé à faire partie d’une série consti- 
tuée en mémoire de Mme Silliman. La donation est venue 
en la possession de l’IIniversité Yale en l’année 1901 et 
le présent volume constitue le dix-huitième de la série des 
volumes commémoratifs. 




PRÉFACE 


Le présent oiivrage est un résumé de mes n echerches sur 
le cas hyperbolique des équations linéaires aux dérivées 
partielles . J’ai eu le plaisir d’en exposer certaines parties 
à un public américain à Colombia University (1911), et 
d’en traiter d’autres aux Universités de Rome (1916) 
et de Zurich (1917) ('). 

L’origine des recherches qui vont suivre se trouve dans 
Kirchhoff, et surtout dans les Mémoires fondamentaux de 
M. Volterra sur les ondes sphériques et cylindriques. Je 
me suis proposé de poursuivre le travail du géomètre ita- 
lien, et pour cela de le modifier et de l’étendre de sorte 
qu’il devienne applicable à toities les équations hyperbo- 
liques (normales), au lieu de l’être à une seule d’entre 
elles. D’un autre côté, cet ouvrage peut être considéré 
comme faisant suite à mes Leçons sur la Propagation des 
Ondes et les Equations de THydrodynamique, et même 
comme remplaçant une grande partie du dernier chapitre. 
Celui-ci n’était, du reste, qu’un essai où je voulais seu- 
lement montrer les difficultés du problème dont je suis 
maintenant en état de présenter la solution. 

On pourra plus tard étendre ce travail aux équations 
d’un ordre supérieur, aux systèmes d’équations et même 
appliquer aux équations non linéaires (l’étude de ces équa- 
tions a été entreprise récemment, grâce à la théorie des 
équations intégrales) : j’ai cependant laissé ces sujets déli- 
bérément de côté, car le premier se suffit à lui-même. Je 
serais heureux que des géomètres réus.sissent à étendre les 
méthodes qui vont suivre à ces autres cas (^). 


fl) Mentionnons également une courte note au Congrès International 
des Mathématiciens à Strasbourg (Septembre 1920). 

<2) D'importantes recherches ont été développées sur ce point, dans ces 
dernières années, par M. Giraud. 



XII 


PRÉFACE 


En plus du Mémoire fondamental de M. Vollerra (Acta 
Mathematica, vol. XVIIl) et des suites qu'il y a données , 
nous mentionnerons également les ouvrages de MM. Tedone^ 
Coulon et d’Adhémar (^), comme développant et complétant 
le point de vue de M. Volterra. L'ouvrage du dernier d'entre 
eux, Les équations aux dérivées partielles à caractéristiques 
réelles (Collection Scientia; Paris, Gauthiers-Villars), com- 
prend une revue bibliographique complète, et M. Volterra 
en a donné une autre dans ses conférences faites à 
Stockholm (publiées chez Hermann, à Paris). Je n'ai pas 
jugé nécessaire d'en donner une troisième, ni même d'ajou- 
ter aux mentions précédentes, et je me contenterai de cita- 
tions en notes, en m'excusant d'avance vis-à-vis des auteurs 
que je puis avoir oubliés (^). 

Je dois encore justifier le changement de deux termes 
gui avaient été précédemment adoptés dans la Science. L'un 
est celui de <( solution fondame7itale », en « solution élé- 
mentaire »; l'autre consiste à remplacer par n transversale » 
le mot (( conormale » créé par le premier inventeur lui- 
même (d'Adhémar). Le premier changement a été fait pour 
éviter la confusion, avec les « solutions fondamentales » 
introduites par Poincaré et ses successeurs (comme solutions 
d'équations intégrales homogènes); le second, pour des rai- 
sons d' (( économie de pensée », car la notion en question 
se présente déjà en Calcul des Variations, où elle est dési- 
gnée par le mot « transversale ». 

J. H. 


Juillet 1921. 


(1) Les recherches de M. Picard — que nous mentionnons en leur lieu 
et place — sont aussi essentielles pour plusieurs parties du présent volume. 

(2) Nos propres Mémoires sur le sujet ont été insérés dans les Annales 
Scient. Ec. Norm. Sup. (1904r-1905) et les Acta Mathematica (vol. XXXI, 
1908). Ce dernier travail contient plusieurs erreurs dans les coef- 
ficients numériques, par exemple dans la formule (300, P- 349, où 
un dénominateur 2 doit être supprimé (il faudrait de môme ajouter 
un facteur 2 à la ligne précédente), et dans toutes les formules concer- 
nant m pair (correspondant à notre Livre IV) qui doivent être corrigées 
ainsi qu'elles le sont dans notre présent ouvrage. Les corrections néces- 
saires, telles que nous venons de les indiquer, ont d’ailleurs été apportées 
dans un tome suivant du même recueil. 



PRÉFAOE DE L’ÉDITION FRANÇAISE 


Je suis heureux de pouvoir, avec V assentiment dont je 
tiens tout d' abord à remercier V Université Yale, offrir au 
public français la traduction des Leçons que j'ai professées 
à cette Université en 1920. 

J'ai entendu, en principe, reproduire fidèlement ma 
rédaction primitive. A part quelques retouches de détail 
(et, particulièrement, quelques citations de Mémoires qui 
n'étaient pas parvenues à ma connaissance lors de la paru- 
tion de l'ouvrage), je ne m'en suis écarté que sur les points 
suivants : 

Grâce à des recherches datant de 1924 (^), j'ai pu, au 
Livre IV, adjoindre à la résolution du problème de Cauchy 
par « descente », une solution directe. Il a été également 
utile de revoir l'étude du problème mixte pour la fron- 
tière plane, en précisant la démonstration d'existence de 
la solution : ce qui a conduit d'ailleurs à quelques remanie- 
ments dans les Livres antérieurs. 

D'autre part, tout en m'astreignant, comme par le passé, 
à ne supposer chez le lecteur (sauf dans un ou deux passa- 
ges nommément désignés) aucune connaissance de la Rela- 
tivité ni du Calcul différentiel absolu, j'ai cru devoir 
m'inspirer davantage des idées acquises à cet égard et faire 
connaître la forme invariantive donnée aux solutions. 
Certains calculs ont été présentés exclusivement sous cette 
forme à laquelle, d'une manière generale , a été consacre 
un appendice à la fin du volume. 


(1) Bull. Sc. Math. France, t. LU, p. 241. 
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PRÉFACE 


La tâche était rendue très aisée par les travaux de M. de 
Donder 0 ; elle m'a été simplifiée davantage encore par 
Vaide directe que Véminent géomètre de Bruxelles a bien 
voulu m’apporter en revoyant à ce point de vue toute la 
marche des calculs et dont je ne saurais lui exprimer trop 
vivement ma reconnaissance. 

Un second appendice est consacré, dans le cas général, 
au problème mixte dont, comme on pourra le voir, la solu- 
tion peut être présentée so^ls une forme absolument paral- 
lèle à celle qui s’applique au problème de Cauchy; un 
troisième, aux recherches par lesquelles M. Hans Lewy a 
complété le théorème d’unicité de M. Holmgren, en l’éten- 
dant aux équations non linéaires. 


(1) Voir, en particulier, de Donder Sur les équations linéaires aux déri- 
vées partielles d'un ordre quelconque : Journ. de Math., 9® série, t. VII, 
1928 (t. I du Jubilé Emile Picard). 



Nous croyons utile de rassembler ici, avec indication des endroits 
où elles ont été introduites, certaines notations d'un usage courant 
dans tout le cours de l'ouvrage. 


LA NOTATION 

JN IRODUITE 


||||||QjQQ[n|jjj 

DESIGNE 

m 

I 

2 

Nombre des variables indépen- 
dantes. 

(e,) 

1 

4 

Equation des cordes vibrantes et 
des tuyaux sonores. 

(C.) 

1 

4 

Conditions de Cauchy correspon 
dan tes. 

K). (C3) 

1 

4 

Equation du son et données de 
Cauchy correspondantes. 

(^a), (Ca) 

1 

4 bis 

Equation des ondes cylindrique? 
et données de Cauchy corres- 
pondantes. 

(E) 

J 

12 

Forme générale de l’équation li- 
néaire aux dérivées partielles 
du second ordre. 

fF 

II 

37 

Son premier membre. 

(S) 

iir 

102 

Equation adjointe. 


II 

37 * 

Son premier membre. 

A, (A) 

I 

13 

Forme et équation caractéristi' 
ques. 

A 

II 

56 

Discriminant de la forme caracté- 
ristique. 

(P) 

II 

28 

Formule de Poisson. 

(PO 

11 

30 

Formule correspondante pour (e^). 

(F) 

II 

40 

Formule fondamentale. 

II 

39 

Elément de frontière. 

U 

U 

40 

Transversale. 

(«) 

11 

42 

Equation linéaire du 2® ordre 
hyperbolique h deux variables 

(F,) 

H 

36 

Formule fondamentale correspon- 
dante. 

(L,), (La) 

11 

55 

Equations différentielles des géo- 
désiques. 

(LO 

11 

Note 

additionnelle 1 

Equations aux variations corres 
pondantes. 

H 

II 

55 ! 

Forme métrique. 

D 

II 

56 

Son discriminant. 

r 

11 

58 

Conoïde caractéristique et premiei 
nombre de son équation. 

V 

III 

72 

Solution élémentaire de l’équatior 
adjointe. 

V 

th?d. 

ibid. 

Son numérateur. 


IV 

134 

Coefficient de son terme loga 
rith inique pour m pair. 


IV 

192 

Coefficient correspondant dans la 
a parametrix » ou solution élé- 
mentaire approchée. 

V,V, ç 

II, IV 

40 biSf 

Quantités correspondantes à u, V 

174 

^ dans le calcul inva- 
riantif. 

(V), (V), (^) 

App. Il 

223 

Quantités analogues à u, V, ^ 
dans la théorie du problème 
mixte. 







LIVRE PREMIER 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU PROBLÈME 
DE CAUCHY 


Hadamarh. 


1. 




CHAPITRE PREMIER 


THÉORÈME FONDAMENTAL DE CAUCHY 
CARACTÉRISTIQUES 


Nous aurons à nous occu|)er d’équations linéaires aux 
différentielles partielles du type hyperbolique, et spéciale- 
ment du problème de Cauchy qui les concerne. 

On sait ce qu’est une équation linéaire aux dérivées 
partielles. Nous expliquerons plus loin ce qu’est le type 
hyperbolique. Rajqielons ce qu’est le problème de Cauchy. 

1. Problèmes aux limites en général, — Une équation 
différentielle — qu’elle soit ordinaire ou aux dérivées par- 
tielles — admet un nombre infini de solutions. L’ancien 
point de vue classique, pour son intégration, consiste h 
trouver ce qu’on appelle « l’intégrale générale », c’est-à-dire 
une solution de l’équation contenant autant d’éléments 
arbitraires (paramètres arbitraires ou fonctions arbitraires) 
qu’il est nécessaire pour représenter toutes les solutions, 
sauf quelques solutions exceptionnelles. 

Mais, dans les recherches plus récentes, notamment en 
ce qui concerne les équations aux dérivées partielles, on a 
renoncé à cette manière de voir, non seulement à cause de 
la difficulté ou de l’impossibilité d’obtenir cette intégrale 
générale », mais surtout parce que la question est très loin 
de consister simplement dans sa détermination. La question, 
pour beaucoup d’âpplications, ne consiste pas à trouver une 
solution quelconque u de l’équation différentielle, mais ?i 
choisir, parmi toutes ces solutions possibles, une certaine 
d’entre elles, définie par des conditions accessoires conve- 
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nablement données C). L’équation aux dérivées partielles 
(« équation indéfinie » de certains auteurs) doit être vérifiée 
dans tout le domaine R à m dimensions (si m est le nombre 
des variables indépendantes) dans lequel u peut exister : en 
d'autres termes, elle doit être une identité partout où u est 
défini; et, en même temps, les conditions accessoires 
(<( équations définies ») doivent être vérifiées aux limites 
de R. 11 s’en présentera des exemples dans tout ‘le cours 
de cet ouvrage. 

Si nous avons l'intégrale générale, il reste à choisir, dans 
son expression, les éléments arbitraires de manière à satis- 
faire aux conditions accessoires. Dans le cas des équations 
différentielles ordinaires, les éléments arbitraires étant des 
paramètres numériques, on a à les déterminer par un nom- 
bre égal d’équations numériques, de sorte que, du moins 
théoriquement, la question peut être considérée comme réso- 
lue, étant réduite à de l'algèbre ordinaire; mais pour les 
équations aux dérivées partielles, les éléments arbitraires 
sont des fonctions, et le problème de leur détermination 
peut être la principale difficulté de la question. Par exem- 
ple, on connaît l’intégrale générale de l'équation de Laplace 
Ait = o; et cependant ceci ne nous permet pas de résoudre, 
sans une suite de calculs compliqués, des problèmes impor- 
tants dépendant de cette équation, comme par exemple celui 
de la distribution électrique. 

Les vraies questions qui se posent pour nous sont les 

problèmes aux limites », chacun d'eux consistant à déter- 
miner une fonction inconnue u de manière à satisfaire : 

1° à une équation aux dérivées partielles « indéfinie »; 

2" à certaines conditions aux limites ou conditions « dé- 
finies ». 

Un tel problème sera dit « correctement posé » si ces 
conditions accessoires sont telles qu’elles déterminent une 
solution et une seule de l’équation indéfinie. 

Le plus simple des problèmes aux limites est le problème 
de Cauchy. 


(1) Ceci donne même là vraie manière d’obtenir l’intégrale générale car, 
en faisant varier les données accessoires de toutes les manières possibles, 
on peut toujours obtenir une solution donnée de l’équation. 
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2. Enoncé du problème de Cancbj. — Il représente, pour 
les équations aux dérivées partielles, Tanalogue exact du 
problème fondamental bien connu pour les équations diffé- 
rentielles ordinaires. 

La théorie de ces dernières a été basée par Cauchy sur le 
théorème suivant. Soit une équation différentielle, du se- 
cond ordre, par exemple : 


( 1 ) 


<r a?,?/, 


dy 
dx ’ 



. , , d^y 

ou, en résolvant par rapport 




une solution de cette équation est déterminée (moyennant 
des hypothèses convenables) si, pour .x = o, on connaît les 

valeurs numériques î/o, Vo' de y et ^ou, si l’équation 

^ dy 

est d’ordre k, les valeurs numériques dey,-^, ...» ) * 

Soit, maintenant, une équation aux dérivées partielles 
du second ordre telle que (pour deux variables indé- 
pendantes) : 

( 2 ) X, y, p, q, r, s, t) 


ou, si le nombre des variables indépendantes est m ; 
(II) Pi, n, %) =0, 


où U est la fonction inconnue; x,, Xa, ..., Xm, les variables 
indépendantes et où les (i = l, 2, ..., m) représentent les 

dérivées premières ; n, les dérivées secondes , 

les dérivées secondes Nous traiterons spéciale- 
ment du cas linéaire, c’est-à-dire du cas où le premier mem- 
bre est linéaire par rapport à u, p<, r<, 5», les coefficients 
étant des fonctions données de Xi, Xa, ..., Xn- Si on se 
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propo&e de trouver une solution de cette équation îelk 

ôu 

que, pour “ o, w et ‘la dérivée première soient 
des fonctions données de x^, Xm-u soit : 

u(x^, X^, Xm^l , o) —Uq{X^, X^f Xm-l) , 
âu 

—— ( 3 /‘j , X2, •••, Xtn 1 , o) ~U^{X^^ X21 •••, X,fy_i) y 

ceci s’appellera le problème de Cauchy relatif à Xm “ 0; 
1/0 et Rj seront les données de Cauchy et Xm = 0 sera 
l’hypersurface (^) — ici un hyperplan — qui « porte » les 
données. 


3 . 11 est clair qu’il n’y a pas de raisons pour considérer 
exclusivement des hypersurfaces planes. Imaginons que 
l’espace à rn dimensions subisse une transformation ponc- 
tuelle : 

.< '^2(^1* •••> > 

. ..., X„J 

(a n’étant pas altéré par la transformation). L’hyperplan 
a’m = o deviendra, dans ce nouvel espace X, une certaine 
surface arbitraire S : 

(S; G,„(X„ ...,xj-o. 

L’équation différentielle étant remplacée par une équa- 
tion analogue : 

(IT«) ^>(w, X,, X3, ...,X,., P,, R,, SJ=o, 

le problème de Cauchy pour cette équation, par rapport à 
la surface S, consislera à trouver une solution de (lia) satis- 


(l) Dans l’cspaca à }n dimensions (j:^, x,,, nous appellerons, 

j)Onr abréger, liyjxTsarface (on môme surface) la variété (rn — 1) uple 
dériîii(î ])ar une éi] nation entre les x; nous ap])ellerons arête la variété 
(ni — 2) uple dérinio par deux équations. Une ligne sera, comme d’ordi- 
naire, le lieu d’un point dépendant d’un seul paramètre; ce sera une ligne 
droite si les x sont des fonctions linéaires du paramètre. 
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faisant, en tous les points de la surface, à deux conditions 
telles que : 


du 


«=u,.^=ü. 


N est une direction arbitrairement donnée en chaque point 
de S, mais non tangente à cette surface; Uo et Ui (quantité 
convenablement déduite de Uo et de la quantité Ui primi- 
tive) sont des valeurs numériques données en chaque point 
de S, et sont de nouveau appelées données de Cauchy pour 
le cas actuel. 


4. Exemples physiques. — Rappelons que le problème 

de Cauchy se présente dans beaucoup d’applications physi- 
ques. Par exemple, soit un tube cylindrique, indéfini dans 
les deux sens, rempli d’un gaz homogène qui peut être 
soumis à de légères perturbations. Admettons Vhypothèse 
des tranches de Bernoulli, de manière qu’on ait à traiter 
les mouvements d’un milieu h une seule dimension; le 
déplacement u d’une molécule étant toujours longitudinal 
et fonction de l’abscisse initiale x et du temps t, u doit 
satisfaire à l’équation (où w est une constante) : 


(e,) 


â^u __ 2 


Le mouvement sera complètement déterminé si, à l’instant 
f = on connaît les positions initiales (c’est-à-dire les per- 
turbations initiales à partir des positions d’équilibre) et 
les vitesses initiales de toutes les molécules, ce que l’on 
exprimera analytiquement par les conditions : 

ôu 

(Cj) u(a:, o) =u„(a:), — (x, o) =Wi(x). 

Il en est de même pour le déplacement de l’électricité 
dans un câble conducteur homogène indéfini dans les deux 
sens, la distribution des intensités et des potentiels tout le 
long du câble à l’instant initial étant donnée : la seule 
différence sera que le problème n’est pas régi par 
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l’équation (e,), mais par l’éqnation appelée « équation des 
télégraphistes ». 

Arrivons maintenant à un milieu à trois dimensions, 
c’est-à-dire à l’espace ordinaire. Considérons un gaz homo- 
gène remplissant l’espace indéfiniment en tous sens et sans 
aucune lacune. 

Les petits mouvements d’un tel gaz seront régis par 
V équation du son ou des ondes sphériques : 

^ â^u â^u ô^u 1 d^u 

U étant une fonction inconnue convenablement choisie de 
X, y, Z, t (appelée « potentiel des vitesses »), et w étant de 
nouveau une constante (vitesse du son dans le gaz). Connaî- 
tre les perturbations initiales et les vitesses initiales à l’ins- 
tant ^ = o revient à connaître les conditions (conditions de 
Cauchy) 

(C3) u(x, y, X, o)=Uo(a:, y y z), --- (x, y, z, 0) -u^(x, y, z), 

ot 

Uq et Ui étant des fonctions données de x, y y z. 

4 ftis. Nous avons parlé de milieux à une dimension et 
à trois dimensions : nous pouvons naturellement concevoir 
aussi des milieux à deux dimensions. Imaginons que l’état 
d’une masse gazeuse se trouve être à chaque instant le 
même le long de chaque ligne verticale, de sorte que les 
pressions, les densités, les vitesses (ces dernières étant hori- 
zontales) soient indépendantes de la coordonnée verticale z. 
Un tel mouvement sera régi par V équation des ondes cylin- 
driques : 

. . d*u â^u 1 

qui se déduit de (cs) en supposant que u est indépendemt 
de 2. Ce cas étant évidemment un cas particulier du précé- 
dent, nous pouvons encore compléter la détermination de u 
par les conditions de Cauchy : 

(Cj) u (x, y, 0) = Uq (x, y ) , ^ (x, y, 0) = (x, y ) . 
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On peut naturellement concevoir ce même problème 
comme correspondant au précédent pour des êtres vivant 
dans un espace à deux dimensions seulement. Mais il 
importe de se rappeler que ce problème à deux dimensions 
peut être considéré comme 'un simple cas spécial du pro- 
blème à trois dimensions. 

On doit remarquer que, dans chaque cas, le nombre des 
variables indépendantes est d une unité plus grand que le 
nombre des dimensions du milieu, le temps t constituant 
une variable supplémentaire, ou, comme on peut le dire, 
jouant le rôle d’une nouvelle coordonnée (*). On sait que 
les physiciens, dans ces temps derniers, ont complètement 
adopté ce point de vue : la combinaison d’un point d’espace 
et d’une valeur de t est appelée par eux <( événement » ou 
<( point d’univers », l’ensemble de tous les points de l’espace 
et de toutes les valeurs de t étant un « univers ». 

5. Représentations géométriques. — Graphiquement, 
si on prend de nouveau un milieu à une seule dimension, 
on représentera la combinaison d’une valeur de x et d’une 
valeur de t (c’est-à-dire un point donné du milieu à un ins- 
tant donné) par un point d’un plan des xt. 

De même, on étudiera le mouvement d’un milieu à deux 
dimensions en introduisant les coordonnées x, y et t dans 
un espace analogue à l’espace ordinaire, le milieu à l’ins- 
tant t = o étant représenté par un certain plan de cet espace, 
tandis que les autres instants (en particulier les suivants) 
seront obtenus en faisant subir au plan une translation per- 
pendiculaire à sa direction. Tout se présente comme si, en 
même temps que se produit le mouvement à deux dimen- 
sions, le plan horizontal dans lequel il se passe possédait 
une vitesse verticale égale à i. 

6. Le cas du mouvement dans l’espace ordinaire pré- 
sentera un peu plus de difficultés : car, en ajoutant f, on 


(1) Cette conception a été mise sous une foirmé frappante il y a un 
certain nombre d'années par Wells dans sa « Machine à explorer le temps ». 



10 


PROBLÈME DE CAUCHY 


est conduit à introduire l’espace à quatre dimensions. La 
manière la plus simple de le faire consiste à imiter exacte- 
ment la méthode de la géométrie 
descriptive ordinaire. Nous figure- 
rons simultanément deux systèmes | 

d’axes x, y, z et x, y, t (fig. 1 ) : 
chaque point à quatre dimensions. 



} 

X 

! 

t 

1 

xyt 


Fig, 1. 


Fig. 1 bis. 


OU « point d’univers », sera représenté par deux points 
simullanés {x, y, z) et {x, t/, /). Le plan des xy jouera le 
rôle de « plan de terre », la seule différence avec la géomé- 
trie descriptive ordinaire étant que, pour plus de clarté, ce 
plan de terre est le plus souvent dessiné deux fois, comine 
dans la figure 1 bis Q). 


7. Théorème de Cauchy-KowalewskL — Les trois ques- 
tions suivantes se posent évidemment en ce qui concerne 
le i)r()blème de Cauchy : 

1” Le problème de Cauchy a-t-il une solution ? 


(1) Nous nous bornorons fréquomirient à dessiner une « projection », 
par exemple le diagramme (x, y, t), ou même plus simplement (quel que 
soit m.) la section par un espace à deux dimensions du diagramme à 
m dimensions. 

La rej)rés(‘ntation de l’espace à quatre dimensions par deux projec- 
tions sur espaces à trois dimensions a été donnée dès 1882 par M. Vero- 
nese (Att. Ist. Veneto, série V, t. VIII, p. 98^-1024, particulièrenuînt p. 1016 
et suiv.). Voir un intéressant mémoire de M. Totorja y Miret (Mem. de 
la Jleal Acad, de Ciencias y Artes, t. XVIII, n» 11, Barcelone, mai 1924) 
sur cette question, avec liste bibliographique, à laquelle il convient d’ajou- 
ter les recherches de M. Mehmke (Conférence à F Assemblée de printemps 
de rUnion des Mathématiciens et Naturalistes wurtembergeois, 28 févr. 1004). 
Ces indications sont venues à notre connaissance depuis la parution du 
texte anglais (Note de la traduction). 
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2® N’a-t-il qu’une seule solution (en d’autres termes, le 
problème est-il correctement posé?); 

3" Et enfin comment peut-on calculer cette solution ? 
Quoique les deux premières questions puissent être consi- 
dérées simplement comme préliminaires (^), nous allons 
commencer par examiner comment on peut y répondre. 

On sait que Cauchy lui-même, puis Sophie Kowalewski , 
et, au même moment, Darboux (^), considéraient le cas dans 
lequel (2) ou (II) peuvent être résolus par rapport à r (ou 
savoir : 

(2') r — /(w, X, y, p, q, s, t) 

ou : 

(110 r,„ = /(i/,, a:,, ...), 


ce qui est le cas pour (2) ou (11) si : 


( 3 ) 



d<I> ^ 

ou — — o; 
àr„, 


sous cette hypothèse, ils ont démontré (ou du moins sont 
considérés généralement comme ayant démontré) (]ue le 
problème de Cauchy, par rapport à a: = o (ou æm = o), 
admet toujours une solution et une seule. 


8. Fonctions analytiques. — La démonstration de ce 
théorcine a été simplifiée par M. Goursat (*) de telle sorte 


(1) Pour (le plus amples tPHails, voir nos Confi'iM'.iuM’s dt* la Soch'l^ fran- 
çaise de p'hysirpie {Journal de physn/ue, IDüti), ‘le Coluinhia (PJll), IN(iw- 
York, Columbia University Press (1915), U® Conférence. 

(2) Cauchy, C’. JL Acad. Sr.^ vol. XIV, p. 1020; vol. XV, p. 44', 85, 
131 .(1842) Sophie Kowalewski, Thesis, Gôttingen (1874) et Journal für 
math., l. LXXX (1875), p. 1-32; Darboux, C. IL Acad. Sc., \o\. LXXX 
(187.5), p. 101-104 et p. 317. 11 scuiiblc fine Sophie Kowalewski n’ait pas 
connu le travail de Cauchy (lequel était égalouient inconnu de Darboux, 
et ne fat ivunarqué que par Cenocchi, dans le môme vol. LXXX des C. //.). 
Elle attribue inôiuc h Weie.rstrjiss, Jouimal /ür Math., t. LI (1850), p. 43, 
le fpTeniier énoncé du théorème concernant les équations différentielles 
ordinaires, ce qui est d’autant plus étonnant qu’cdlc cite Driot et Boucjuet 
(Journ. Ec. Polytechnique, vol. X.Kl), lesquels coinnicucent par renvoyer 
à Cauchy (quoi(iuc sans donner une citation [U’éci.se). Le théorème fut 
démontré à nouveau dans d’autres travaux postérieurs, tels (jiie ceux de 
Méray et Riqiiier. 

(3) Bulletin de la Société Malhéniatiquc de France, vol. XXVI (1808), 
p. 129; Cours d'Analyse Mathématique, vol. II, p. 3G0. 
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que nous pouvons la donner en quelques lignes : mais nous 
avons à rappeler auparavant ce qu’est la notion de fonction 
analytique. 

La fonction / (x) de la variable (réelle) x est dite analy- 
tique, ou, plus exactement (*) analytique et régulière ou 
aussi holomorphe, dans l’intervalle (a, h) si, Xq étant un 
nombre quelconque de l’intervalle, / peut être représentée, 
pour X suffisamment voisin de Xo, par une série de Taylor 
ordonnée suivant les puissances de (x — Xo) et dont le rayon 
de convergence est, par conséquent, différent de o. 

Dans ce cas, la fonction / peut être définie, et admettra 
des dérivées de tous les ordres, non seulement pour les 
valeurs réelles ci-dessus mentionnées de x, mais aussi pour 
les valeurs imaginaires, à condition que leurs points repré- 
sentatifs soient suffisamment rapprochés du segment (a, b) 
de l’axe réel. 

Mais la théorie des fonctions de Cauchy montre que cette 
deuxième propriété — savoir, l’existence dans le domaine 
imaginaire avec continuité et dérivabilité — implique inver- 
sement le développement de Taylor, et donne ainsi une 
deuxième définition des fonctions analytiques, complète- 
ment équivalente à la première. 

L’intervalle de convergence de la série de Taylor pour / 
peut être limité par des singularités de / dans (a, h); mais 
cet intervalle est généralement sans aucune relation appa- 
rente avec ces singularités, et plus petit que ne le donnerait 
leur seule considération (étant en réalité en relation avec 
les singularités imaginaires). 

Tout ceci peut être étendu immédiatement au cas de plu- 
sieurs variables, une fonction analytique de x, y, z étant 
caractérisée par l’une des deux définitions (équivalentes) : 

(A) / (x, y, z) est analytique dans le volume V si, 
(^0, yo, Zo) étant un point de V, / peut être représenté par 
une série de Taylor convergente suivant les puissances de 


(1) Souvent, les analystes ne cessent pas d’aippeler une fonction « analy- 
tique )), lorsque son domaine d’existence contient des points singuliers (pôles, 
point» essentiels, etc.). 
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(x — Xo), (y — yo)y (z — Zo), pour chaque position de 
(Xy y, z) dans une certaine sphère de centre (xo, yo, 2o); 

(B) f (x y y, z) est analytique dans le volume V si on peut 
définir / de manière qu’elle soit continue et dérivable, non 
seulement pour les points (réels) de Vy mais pour tout 
point x = x' + x"iy y — y' + y"iy z — z+z"i tel que (x', i/', z') 
soit dans V et que |x"|, \z" { soient suffisamment 

petits. 

Les fonctions analytiques sont les seules obtenues en géné- 
ral grâce à nos procédés mathématiques. Mais, parmi les 
fonctions en général, elles sont, en réalité, très spéciales (0- 
Ceci se voit immédiatement par le fait simple (et important) 
que le prolongement d'une jonction analytique est déter- 
miné. Si / (x) est analytique dans (a, b), la connaissance de 
sa valeur dans un sous-intervalle quelconque (a', h') — quel- 
que petit qu’il soit — nous permet de le calculer dans tout 

(a, h). 

Pour les fonctions non analytiques, le prolongement n’a, 
généralement, aucun sens. Une telle fonction n’étant donnée 
que dans i’intervalle (o, ^), ses valeurs dans l’intervalle 
(1^, 1) peuvent être définies d’un nombre infini de manières, 
et il n’existe pas de raison, en général, de préférer un quel- 
conque de ces prolongements à un autre. 

9. Fonctions régulières. — Nous aurons à nous occuper 
de plusieurs espèces de fonctions qui ne seront pas forcé- 
ment analytiques; elles seront restreintes cependant par 
certaines hypothèses de régularité. 

Une fonction d’une ou plusieurs variables sera régulière 
si elle est continue et admet des dérivées continues jusqu’à 
un certain ordre p. Cet ordre variera suivant la nature de 
la question. Pour être strict, il faudrait l’indiquer avec pré- 
cision dans chaque cas : je dois dire, cependant, que j’omet- 
trai souvent de le faire, car cette précision ne me semble pas 
valoir, dans le cas actuel, les précautions parfois fastidieuses 


(1) Pour plue artiples détails, voir notre travail La série de Taylor et 
ton prolongement analytique, 2« édition, Paris, Gauthier-Villars, 1927. 
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qu’elle nécessite. Il nous suffît de savoir qu’un tel ordre 
existe, ce qui est généralement évident dans chaque ques- 
tion particulière. 

Une fonction régulière admet un développement de Tay- 
lor, limité aux termes d’un certain ordre, et, comme ses 
dérivées admettent également des développements corres- 
pondants, toutes les opérations basées sur un tel développe- 
ment, et, en général, toutes les opérations du Calcul diffé- 
rentiel qui sont valables pour les fonctions analytiques, le 
sont aussi pour les fonctions « régulières », à condition 
qu’elles n’introduisent pas de dérivées d’un ordre supérieur 
à l’ordre p. Par exemple, une transformation ponctuelle 
telle que (T) (§ 3) n’altérera pas la régularité si les fonc- 
tions G sont elles-mêmes régulières (à la condition, naturel- 
lement, que le Jacobien ne s’annule pas). 

Appeler une fonction « analytique et régulière », revien- 
dra li dire qu’elle est holoinorphe. 

10. Démonstratian du théorème de Cauchy-Kowalewsky. 

— Pour le théorème fondamental concernant les équations 
différentielles ordinaires, rappelons que Cauchy et ses suc- 
cesseurs ont donné deux sortes de démonstrations. 

P* L’une d’elles est celle que (^uchy appelle « Calcul des 
Limites » (’), et les auteurs modernes « méthode des fonc- 
tions majorantes ». Si on prend l’équation différentielle 
donnée sous la forme (U) (§ 2), cela suppose forcément que 
le second membre est holomorphe en x, y, y' dans le voisi- 
nage de (x ~ o; y ~ yo, y — y^). Partant du fait que n’im- 
porte quel développement convergent de Maclaurin suivant 
les puissances de x, y, z admet un développement <( majo- 
rant » d’une quelconque des formes 


K K K 



(K, P, Pi étant des constantes convenablement choisies pour 
chaque cas), la démonstration établit (d’après les hypothèses 


(1) Voir le Cours d’Analyse de M. Coursât et notre propre Cours 
d' Analyse de V Ecole Polytechnique, t. II. 
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précédentes) qu’il existe un (et un seul) développement 
convergent de Maclaurin suivant les puissances de x satis- 
faisant à réquation donnée et aux conditions initiales. 

2° Dans la deuxième sorte de méthodes (approximations 
successives), l’équation différentielle n’est plus obligatoire- 
ment analytique. Pour le second membre, il n’est plus exigé 
que des propriétés très simples (continuité et « condition d< 
Lipschitz »). Néanmoins, on obtient le même résultat - 
savoir l’existence et l’unicité de la solution — que dans la 
première méthode, à ceci près que, naturellement, la solu- 
tion elle-même n’est plus, en général, analytique. 

La démonstration du théorème concernant les équations 
aux dérivées partielles correspond h la première classe de 
méthodes mentionnée plus haut. Nous allons la présenter 
sous la forme de M. Goursat(0. 

En réduisant le nombre des variables indépendantes h 
deux, pour simplifier la notation, partons do l’équation : 

(20 r = /(ii, X, y, p, q, s, t) 

et du problème de Cauchy coiTespondant, consistant dans la 
détermination de u par cette équation et les conditions 
définies : 

ôn 

(^) W (o, y) (y) , (o, y) = u, (tj) . 


Essayons de satisfaire à toutes ces conditions en choisis- 
sant pour U une série ordonnée suivant les puissances de x : 

( 4 ) U^UQi-UjX+ ... -{- .... 

ni 


Chaque = 


sera une fonction de y, que nous 


/ âhi\ 

\âx^ ) x=o 

devons déterminer. 

Uq et Hi sont donnés. Pour trouver ..., remarquons 

que chaque dérivée pour x~o, sera une dérivée 

de Un, quel que soit k. Donc, en faisant dans (2'), le 


(1) Voir Goursat, loc. cit. [note (3) de la p. Il], 
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second membre contiendra uniquement, en plus de y lui- 
même, les fonctions Uq, Ui et leurs dérivées p = Wi, q — 
s=zUi, t — Uo", de sorte que le premier membre =w, 
peut être considéré comme connu. 

De plus, en différentiant une fois (2') par rapport à a: et 


en faisant x = o, on obtient 



en fonction de 


Mo, Ml, Ma et leurs dérivées; et, de la même manière, des 
différentiations successives par rapport à x nous donneront 
les valeurs de M4, M5, chaque Uh étant un polynôme en 
Mo, Ml, Ma, M^_j et leurs dérivées, ainsi qu’en / et en ses 
dérivées. 

On peut aussi considérer chaque Uh comme développé 
suivant les puissances de (y — yo) (où ijo est une valeur fixe 
de y) de manière à remplacer (4) par : 


(4 bis) « = S (y — !/o) * : 


alors chaque coefficient numérique Uhk sera exprimé par les 
oj>érations qui viennent d’être exposées, en fonction des 
termes précédents (c’est-à-dire des Uhk correspondant à des 
valeurs plus petites de h et au plus égales de h) et des coeffi- 
cients du développement de Taylor (^) de /, par un poly- 
nôme P. 

On voit que les conditions (2') et (5) déterminent chaque 
coefficient de (4) ou (4 bis). Par conséquent, nous pouvons 
déjà affirmer que notre problème de Cauchy ne peut pas 
admettre plus d’une solution représentée par une série con- 
vergente, c est-à-dire plus d’une solution holomorphe en x. 

Il faut maintenant montrer qu’en fait il existe une solu- 
tion. Si on part du fait que la fonction est holomorphe en les 
variables qu’elle contient, et si on fait la même hypothèse 
pour les fonctions m© et Mi dans le voisinage d’une certaine 
valeur fixe y = yo, nous allons montrer que la série (4) est 


(1) Nous voulons dire du développement suivant les puissances de x, 

(y — [“ — “o^yo)]- [p — “i(yo)]. [5 — «.'(y»)]- [» — «/(yo)!- 

[« — Vo" (Po)]- 
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convergente pour | x | suffisamment petit et quil en est 
ainsi également même pour la série double (4 bis), h condi- 
tion que I X \ et \ y — yo\ soient inférieurs à des limites posi- 
tives convenablement choisies. 

Nous commencerons par noter que, comme pour les équa- 
tions différentielles ordinaires, les opérations successives 
pour la détermination de uh comprennent seulement des 
différentiations, des multiplications et des additions (sans 
aucun emploi du signe — ) : en d’autres termes, que le poly- 
nôme que nous avons appelé antérieurement P ne comprend 
que des termes piécédés du signe Par conséquent, on 
aura une majorante de la série (4 bis) si on remplace chacun 
des développements de /, Uo, par un développement majo- 
rant. Toute la question se réduit à trouver des développe- 
ments majorants tels que le problème correspondant ait 
certainement une solution. 

Pour cela, on peut d’abord supposer que Uq, io, sont nuis, 
et môme que la valeur de th déduite de l’équation est éga- 
lement nulle; car, dans le cas général (uq, Ui, Ua^^o), on 
peut, à la place de a, introduire une nouvelle inconnue u 
par la transformation 

Uq ItjX 

et le nouveau problème en u' correspondra au cas parti- 
culier précédent. Moyennant cette condition (et î/o étant pris 
égal à o) une majorante de / sera : 


x + y + u + p + q \^ 

(comme les valeurs initiales de x, y, u, p, q, s, l sont toutes 
nulles, et que la valeur correspondante, de / est également 
nulle) et on pourra remplacer Uo, u,, par des développe- 
ments de Maclaurin à coefficients positifs quelconques, puis- 


(1) î.e fait que la série (4 bis), quand elle est convergente, définit cccr- 
talnoment une solution du problème, s’établit comme dans le cas des 
équations différentielles ordinaires (et comme nous le montrerons au livre II. 
pour des buts similaires). 


Hadamard. 


2 
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que n’importe quel développement de cette espèce est évi- 
demment majorant de zéro. Par conséquent la démonstra- 
tion sera faite si nous montrons que l’équation 

d^u K ^ 

~ x + y + u + p + q \^ 


admet une solution représentée par un développement de 
Maclaurin dont tous les coefficients sont positifs ou nuis, 
ou si nous montrons qu’il en est de même pour une autre 
équation quelconque où la quantité au second membre est 
remplacée par une quantité majorante. M. Goursat intro- 
duit une telle majorante en écrivant ~ au lieu de x, 

a étant un nombre positif inférieur à \ dont le choix est ce 
qui va nous occuper maintenant. 

Pour la nouvelle équation 


d^u 


K 

X 

•— -f î/4-w + p-f q 
a 


K, 

S "j- 1 

Pl 


cherchons une solution dépendant uniquement de la variable 

cr = X -h a^. 

La fonction m de a- aura à satisfaire à l’équation différen- 
tielle ordinaire 


d^u 


K 


— l-u-f (1 -f a) w' 
a 


(tt -f- a^)u' 
Pl 


OU : 


K 


Pl 


1 d^u a + / d^U 

J d(r^ Pl \d<r* 


K 


cr ^ du 

— f- M -f- ( 1 4- a) -y- 
a ao- 




P 
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Si nou« prenons maintenant a tel que ^ ~ (a-f-a*) > o, 

non seulement cette équation différentielle admettra (en 
raison du premier théorème de Cauchy) une solution holo- 
morphe s’annulant avec mais le développement de la 
solution aura tous ses coefficients positifs (0, C.Q.F.D. 

Il n’y a rien d’essentiel à changer à ce qui vient d’être dit 
quand on passe au cas de plusieurs variables indépendantes 
X, y, Z, la double série S devient simplement une série 
multiple, la quantité a- étant x -]r o. {%j z . . .) et quelques 
coefficients numériques nouveaux apparaissant dans les 
fonctions majorantes. 

11 . Le développement (4 his) ainsi obtenu dépend du, 
choix de et suppose, non seulement que | j: | < R, mais 
aussi qu’on se limite à un intervalle convenable I autour 
de ^ 0 * Au contraire, le développement (4) est indépendant 
de ^ 0 . Plus exactement, si on donne à deux valeurs dif- 
férentes telles que les deux intervalles I correspondants 
chevauchent l’un sur l’autre, chaque fonction sera la 
même pour les deux cas dans la partie commune, ceci étant 
une conséquence du fait que la solution holomorphe du 
problème de Cauchy est unique. 

Par conséquent, si nos hypothèses concernant /, i/o, ih 
sont exactes dans tout segment, quelque grand qu’il soit, 
de l’axe des y, les calculs précédents donneront le dévelop- 
pement (4) dans le voisinage de ce segment tout entier. Les 
nombres K, /> et pi ayant, comme on le sait, le premier un 
maximum et les deux autres des mini ma tout le long du sus- 
dit segment, la limite de convergence correspondante R 
pour I X I peut aussi, s’il est nécessaire, être considérée 
comme constante. 

Comme il a déjà été dit, la détermination ci-dessus de R 
(même si nous le prenons différent pour différentes valeurs 
de I/o) conduit généralement, pour le domaine de convergence 


(1) Une quantité Y définie ipnr aY — bY^ = X, a, suivant les puissances 
de X, un déveJoppenien«t de Maclaurin à coefficients tous positifs, comme 
on le voit, par exemple, par résolution directe de l’équation du second 
degré, du moment que a et 6 sont positifs. 
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de la série ( 4 ) et, a fortiori, pour le domaine d’existence de la 
solution U, h des limites qui sont trop petites au point d’être 
inutilisables en pratique. 


12 . Caractéristiques. — Les conclusions sont totale- 
ment différentes dans le cas exceptionnel où le signe 7=^ dans 
la relation ( 3 ) (p. ii) est Tempilacé par ‘le signe =. Dans 
ce cas, la solution du problème de Cauchy n existe en géné- 
ral pas, et, quand elle existe, nest pas unique. 

Cette fois, des circonstances nouvelles apparaissent quand 
le nombre des variables est supérieur à deux. Prenons-le 
égal à trois et, en même temps, introduisons la nouvelle 
notation que nous emploierons à partir de maintenant, en 
représentant notre équation, qu’on supposera tout de suite 
linéaire, sous la forme O 


(E) 


s 

i,k 


A... 


â^u 

âXiâxit 


+ 


du 

âXi 


"h Cw — /, 


les A,fc, les B/, G et / étant des fonctions données des x. 
Dans le cas e.vceptionnel actuel, nous devons supposer (^) 
At„„, ( = A33) = o, de sorte que l’équation se réduit à 




Ô'U 




, S}\ 

3 

â'hi . â"u Vl ^ du 

r2j®‘ 


dx^dx^ ^ dx{ 


avec les conditions de 'Cauchy 

u = u^,(x^, Xo), = u^ixi, Xg). pour 0:3 = 0. 
dx^ 

Ici, on voit que le premier membre ne contient pas de 
double différentiation par rapport à ^3, de telle sorte que 


(1) CoUo noUition est la notation usuelle pour les formes quadratiques, 
avec ” A^,, de telle sorte (juo chatiue terme du se>cond ordre à indices 
différents fij^ure. deux fois. 

(-) ‘^mm ~ O ^tre une identité en x^, x^, x,^ ou. Plws généra- 
lement, une identité en x^, x^, x,^^^ pour x,^ — o. Pour plus de 

simplicité, nous nous occupo-ns simplement du premier cas, les conclusions 
étant les mômes dans le second, comme on le voit sans difficulté. 
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(pour Xs=o) réquation ne contient pas le coefficient ii^ de 
X3, mais seulement Uq et Ui; donc il ne détermine plus d’in- 
connue, mais donne une condition de possibilité pour le pro- 
blème de Cauchy, à savoir 


( 7 ) 

avec 




H=A„^ + 2A,,^ 


+ A, 


à^u„ àu, àu„ 


âxl 


âx^ 


àx. 


Si Uo et Ui ne sont pas choisis de manière à satisfaire h 
cette équation, le problème n’a pas de solution. 

Si, par exemple, Uq est donné d’abord, nous aurons à 
prendre pour Ui une solution de ( 7 ). On remarquera que 
ceci nous donne, pour Wj, une équation linéaire aux déri- 
vées partielles du premier ordre dont l’intégration con- 
duira, comme on le sait, au tracé, sur notre plan 0:3 = 0, du 
système de lignes (Z) défini par l’équation différentielle C) 


dx^ dx^ 

•^13 A 23 


Supposons maintenant que la condition (7) soit remplie : 
nous n avons, jusqu’à maintenant, pas de condition pour 
déterminer 11.2. Mais nous pouvons tirer une telle condition 
de 1 équation suivante (qui a été employée, dans le cas géné- 
ral, tel que nous l’avons traité précédemment, pour trou- 
ver lis) obtenue en diffénentiant une fois par rapport à X3 et 
en faisant = o, ce qui donne immédiatement : 


( 7 ') 

où 


. dru r, 4 du^ _ 


TJ _G) dA|3 dUj ^ dA23 du^ dB, dll 

T— + + 


dXg dx^ 


dx^ da?o 


dx. 


dx. 


ne dépend pas de Uj. 

On voit, par conséquent, que U2 n’est pas entièrement 
arbitraire, mais il peut cependant être choisi d’une infinité 


(1) Les lignes (?) correspondant à m > 3 seront définies par (m — 2) 
équations différentielles entre x,, 
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de manières : on peut le prendre égal à n’importe quelle 
solution de l’équation linéaire aux dérivées partielles (T). 
Cette équation a les mêmes caractéristiques que (7), savoir 
les lignes (/). 

Le fait que, Uq et Ui étant donnés, Uz peut être choisi de 
plus d’une manière peut s’exprimer en disant que deux 
solations de la même équation (correspondant aux mêmes 
Mo et Uu mais à des Mj différents) peuvent être tangentes 
l’une à Vautre Q) en chaque point de — o (ou plus géné- 
ralement, de Xm = o). 

Des différentiations successives par rapport à x^ nous 
donneront, de la même manière, pour M 3 , 1 ( 4 , des équa- 
tions linéaires aux dérivées partielles successives du pre- 
mier ordre, leurs caractéristiques continuant à être les mê- 
mes lignes (l). 

Nous aurons plus tard à nous occuper de nouveau de ces 
lignes, et leur construction géométrique apparaîtra à ce mo- 
ment. Pour l’instant, les calculs précédents nous donnent 
la présomption que, si notre problème de Cauchy n’est pas 
impossible (c’est-è-dire si la condition (7) est remplie), il 
devient indéterminé , car chacun des un successifs peut être 
choisi avec un certain degré d’arbitraire. Ceci, cependant, 
n’csl qu’une présomption, car nous ne savons pas encore si 
le choix des Uh peut être fait de manière à rendre la série (4) 
convergente : nous aurons h démontrer ce fait plus tard, et 
ceci nous donnera, en même temps, le degré d’indétermi- 
nation de U. 

Si on admet cette démonstration comme faite, on voit, 
pour en résumer le résultat d’un mot, que le problème de 
Cauchy se présente comme la résolution d’un système de n 
équations ordinaires du premier degré à n inconnues dont 
le déterminant est nul. 


(1) Deux fonctions w, v (d’nne on do plusieurs variables) sont tan- 

gentes en un point déterminé (c'est-à-dire pour un certain système de 
valeurs des variables) si elles et toutes leurs dérivées premières admettent 
dos valeurs numériques égales chacune à chacune au point en question. 
Le contact est d'ordre p si des égalités analogues existent, non seule- 
ment entre les dérivées premières, mais entre toutes les dérivées jusqu'à 
l’ordre p. 
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Nous ne nous sommes occupés que d’une équation 
linéaire, qui est le seul cas intéressant pour ce qui suit; le 
cas non linéaire conduit à des résultats essentiellement ana ■ 
logues, avec quelques différences au début du calcul, et se 
réduit même au premier par différentiation de l’équa- 
tion donnée. 


13. Le cas exceptionnel ci-dessus est d’une importance 
capitale pour notre étude ultérieure et pour toutes les re- 
cherches sur les équations aux dérivées partielles. Comment 
peut-on le définir si on pose le problème de Cauchy par 
rapport non à Xm — o, mais à une surface quelconque telle 
que S (§ 3) P Pour le voir, nous n’avons qu’à transformef 
la condition (3) en appliquant la transformation ponctuelli? 
(T) : ce qui est un calcul élémentaire. On voit ainsi (^) qin^ 
(dans la notation de § 3) le cas exceptionnel est défini par 
la condition : 


d<ï> 

âWi 


âCj„^ 

âXt 


V — 

’ Zj dS, 




^ 

ife àXi âXk 


i k 

Supposons de nouveau le problème linéaire, l’équation 
aux dérivées partielles ayant la forme 
, â^u VI ^ du 


(E) 


i, k 


dXf dxjf 


■s». 


âXi 


-fGw = / 


(A.fe, B<, G et / étant des fonctions données de Xi, x^, ..., Xm). 
La condition pour que la variété G (o^i, ..., Xm) — o corres- 
ponde au cas exceptionnel sera : 


(A) 


ÔG ôG 

âXi âxjt 


en d’autres termes, on l’obtiendra de la manière suivante : 

Règle. — On considère uniquement les termes du second 
ordre dans V équation donnée y et y dans ces termes y on rem- 
place chaque dérivée seconde de u par le carré ou le produit 
correspondant de dérivées premières de G. 


(1) La condition peut être trouvée directement, et môme on peut ache- 
ver •e calcul du numéro précédent sans se servir d'une transformation 
I>onctuelle : voir nos Leçons sur la Propagation des ondes (Hermann, 1903), 
chap. VH, no» 278 à 288. 
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Si la condition (A) est remplie [c’est-à-dire si la quantité 
ci-dessus est nulle en chaque point C) de la surface S] , S est 
dite caractéristique de l’équation E. La forme quadra- 
tique 

A (vi, y„ .... ym) = ^ Aikyiyk 

i, k 

s’appelle la [orme caractéristique. 

La propriété fondamentale des caractéristiques s’exprime, 
en raison des considérations précédentes, par le fait qu’elles 
sont les seules surfaces le long desquelles deux solutions de 
l’équation peuvent se toucher : ce contact peut être d’un 
ordre quelconque (puisque, dans les calculs du numéro pré- 
cédent, on peut admettre que Uo, Ui, ..., Vh-i soient les 
memes pour deux solutions différentes, les valeurs de un 
différant). 

Cette propriété est exactement semblable à la définition 
des caractéristiques pour une équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre, et c’est pourquoi on leur donne 
la meme dénomination, quoique les premières soient des 
surfaces et les secondes des lignes (quel que soit le nombre 
des variables). 

L’équation (A) est une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre à laquelle S doit satisfaire; géométrique- 
ment, on sait qu’on peut interpréter ceci en disant que, en 
chacun de ses points, S doit avoir son plan tangent tangent 
à un certain cône quadratique correspondant dont l’équation 
tangenticlle est A (71, 72, 7m) — 0. Ce cône est appelé cône, 

caractéristique. 


(1) Le cas dans lequel la condition (A) osst vérifiée on certains points 
de S et non en d’autres, quoique so présentant dans certains problèmes 
déjfi traités, présente des difficultés qui n’ont pas encore été attaquées, 
car elles se sont montrées peu intéressantes dans les applications. 

(2) La théorie des caractéristiques pour deux variables indépendantes 
est connue depuis Monge et Ampère (V. Darboux, Théorie des surfaces, 
vol. TI, et Goursat, Leçons sur Vintégralion des équations aux dérivées 
partielles du second ordre). Son extension au cas de m > 2 fut d’abord 
donnée par Backlund {Math. Annalen, vol. XIII, 1878), mais n’a pas 
été généralemeait connue avant d’avoir été retrouvée par Beudoii (ïîuU. 
Soc. Math. Fr., tome XXV, 1897). 
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(Si les Aik ne sont pas constants, chaque système de va- 
leurs de iCi, X 2 Xm donnera un cône caractéristique diffé- 
rent. Nous considérerons en général un cône caractéristique 
comme ayant le point correspondant de l’espace à m 
dimensions comme sommet.) 

Les caractéristiques ont une signification physique impor- 
tante; elles sont, en fait, ce que les physiciens a/ppellent des 
ondes. On peut voir facilement que leur définition donnée 
ci-dessus (et, plus exactement, leur intervention comme sur- 
faces de contact entre deux solutions) est strictement équi- 
valente à la conception d’Hugoniot sur les ondes (pour plus 
ample démonstration, voir nos Leçons sur la 'propagation 
des ondes). En fait, l’identité des deux conceptions appa- 
raîtra, non seulement dans chaque cas spécial que nous 
traiterons, mais même, en général, comme une consé- 
quence a posteriori de notre formule finale. 

14. Le résultat de l’analyse de Cauchy et de Sophie 
Kowalewski serait, par conséquent, que le problème de 
Cauchy a une solution (et une seule) chaque fois que la 
surface qui porte les données n'est pas caractéristique, ni 
tangente nulle part à une caractéristique Q). 


(L) Nous laisserons de côt(3 le cas des sijstèmcs d'équations aux déri- 
v(3es partielles, mais, pour être complets, nous en dirons quelques mots ici. 
Le théorème fond.amenLal s’étend, sous sa forme classique, h de tels 
systèmes lorsque le nombre d’équations est égal au nombre p des 
inconnues et qu’elle-s peuvent être résolues par rapport aux déri- 
vées de l’ordre le plus élevé relatives à une variable x : par exemple, 
pour les trois équations du second ordre (r, r'L ...) = 0 , 
Fj (r, rf, rfi, ...) — 0 , (r, r', r'L ...) 1 = o aux trois inconnues u, uL ti'/ 

l^où nous avons mis en évidence les trois dérivées secondes 
dx^ * dx^ ’ dx^ ) 


si elles peuvent être résolues en r, 
celui où une telle résolution (ou du 


r', rU, L(3 cas exceptionnel est 
moins une résolution régulière) 
D(F,,F„F,) 

D (r, rL rU] 

ce cas, X =: O sera considéré comme une caractéristique. Nous déduirons 
aisément de ceci, par une transformation ponctuelle (§ 3) ou par un calcul 


est impossible, c’est-à-dire quand le Jacobien 


s’annule. Dans 
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direct, la condition pour que G = o soit une caractéristique : ce qui 
donnera (V. nos Leçons sur la propagation des ondes, chap. VII, § 321), 
dans le cas du système ci-dessus, une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre et du sixième degré (du 2pe degré, s’il y avait p équations 
du 2® ordre à p inconnues). 

On a souvent cru que le cas exceptionnel pouvait toujours être évité 
par une transformation ponctuelle convenable. Cependant, ceci est une 
erreur : en d’autres termes, il peut arriver que l’équation des carac- 
téristiques ci-dessus définie soit une identité. Des exemples variés de ce 
cas ont été donnés; un problème tout à fait classique et usuel en offre 
un, savoir le problème des surfaces applicables : il conduit à trois équa- 
tions aux dérivées partielles du premier ordre en x, y, z, considérées 
comme fonctions do u, v, qui ne peuvent pas être résolues par rapport à 
dx dy dz 

, Quoi que soit le choix des variables indépendantes u, v. 

du du du 

Comment l’énoncé de Cauchy (en restant cependant dans l’hypothèse 
analytique) doit être modifié dans le cas le plus général (sans changement 
de variables) c’est ce qui a été éclairci, comme on le sait, par les travaux 
de Méray et Riquier, mêine quand le nombre des équations n'est pas égal 
au nombre des inconnues. 

Mais rinfluence de la transformation ponctuelle peut elle-même être 
détorrninéo, et, par conséquent, on peut établir une nouvelle équation 
des caractéristiques, même quand la condition ordinaire pour celles-ci 
fait défaut parce (pi’ello devient une identité; c’est ce qui a été établi 
par nous-mêmes dans un cas (Bull. Soc. Math. Fr., vol. XXXIV, 1906), 
et généralisé par MM. Gunther et Maurice Janet (Voir C. R. Acad. Sc., 1913). 
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DISCUSSION DU RÉSULTAT DE CAUCHY 


15. On s’étonnera probablement de nous avoir vu em- 
ployer systématiquement le conditionnel et sembler consi- 
dérer comme douteuse une des démonstrations les plus 
classiques et les plus connues de l’Analyse. Le fait est que 
les choses ne sont pas aussi simples que ne sembleraient 
l’indiquer les considérations précédentes. En réalité, les 
circonstances que nous renconh’erons apparaîtront, au pre- 
mier abord, comme tout à fait paradoxales au point de 
vue purement mathématique, et ne peuvent être prévues 
que, pour des raisons physiques. Il n’y a pas de question 
offrant une illustration plus frappante des idées que Poin- 
caré a développées au Premier Congrès International des 
Mathématiciens à Zurich, 1897 (V. aussi La Valeur de la 
Science, p. 137-155) : ce sont les applications physiques 
qui nous montrent les problèmes importants que nous 
avons à nous poser, et c’est encore la Physique qui nous 
fait entrevoir les solutions. 

Les raisonnements de Cauchy, de S. Kowalewski et de 
Darboux, dont l’équivalent a été donné ci-dessus, sont par- 
faitement rigoureux; cependant, leur conclusion ne peut 
pas êti^e considérée comme entièrement générale. La raison 
en est dans l'hypothèse, faite dans tout ce qui précède, que 
les données de Cauchy, ainsi que les coefficients des équa- 
tions, sont exprimées par des fonctions analytiques : et le 
théorème peut souvent être en défaut quand cette hypothèse 
n’est pas vérifiée. 
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Nous avons dit « souvent » et non pas « toujours », car 
il peut aussi arriver que l’énoncé de Cauchy- Kowalewski 
donné précédemment se trouve vérifié pour un choix tout à 
fait général de données; et, précisément, l’un des faits les 
plus curieux de cette théorie est que des équations, d’appa- 
rence très voisine, se conduisent d’une? manière tout à fait 
opposée à ce point de vue. 

Si d’abord nous prenons un problème de Cauchy tel 
que ceux dont nous avons parlé au § 4 [problème de Cau- 
chy par rapport à t — o pour les équations (ci), (cj), (eg)] , les 
résultats précédents sont valables, comme nous le verrons 
par la suite, sans qu’il soit aucunement besoin d’une hypo- 
thèse d’ analyticité . 

Mais les conclusions seront bien différentes si, par exem- 
ple, on traite le cas classique de l’équation des potentiels 


de Laplace : 





Ceci se constatera tout de suite par comparaison avec 
un autre problème aux limites classique, je veux dire le 
problème de Dinchlet. Celui-ci consiste, comme on le sait, 
h déterminer une solution de l’équation de Laplace dans un 
volume donné V, la valeur de u étant donnée en chaque 
point de la surface limite S de ce volume. C’est un fait 
bien connu que ce problème est correctement posé : c’est- 
à-dire qu’il a une solution, et une seule. 

Ce fait apparaît immédiatement comme contradictoire 
avec le théorème de Cauchy-Kowalewski : si la connais- 
sance des valeurs numériques de u aux différents points de S 
(en meme temps que l’équation aux dérivées partielles) est 
par elle-même suffisante à déterminer la fonction inconnue 
dans le volume V, on n’a évidemment aucun droit d’im- 
poser à u une condition additionnelle quelconque, et, par 
conséquent, on ne peut pas, outre les valeurs de u, choisir 

arbitrairement celles de “-r-. En réalité, il existe entre ces 

dn 

deux sortes de valeurs une infinité de relations qui doivent 
être vérifiées pour qu’une fonction harmonique correspon- 
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dant à de telles données puisse exister. Un point quelconque 
a extérieur h V fournit une telle relation, puisque, si on 
appelle r la distance de a à un point arbitraire M de S, on 
doit avoir T identité bien connue 

Gomment se fait-il que, au contraire, les conclusions de 
Gauchy-Kowalewski conduisent à un choix arbitraire, en 
chaque point de S, non seulement de w, mais aussi d’une 
de ses dérivées premières, telles que la dérivée normale 



On peut donner de cette contradiction une double expli- 
cation. On aperçoit immédiatement une première raison 
pour laquelle les conditions ne sont pas comparables de 
part et d’autre. On a primitivement démontré la possibilité 
du problème de Cauchy par rapport à un plan, puis par 
rapport a toute surface pouvant se déduire d’un plan par 
une transformation ponctuelle. Ceci est le cas de toute por- 
tion (régulière) de la surface, à condition qu’elle soit suffi- 
samment petite, mais non pas de la surface fermée totale. 
La surface totale de la sphère, par exemple, ne peut pas être 
transformée, avec une continuité parfaite, en une surface 
plane : elle a une forme différente, au sens de l’Analysis 
situs. 

Ceci, cependant, n’est pas une objection définitive, comme 
on peut le voir d’après la remarque du numéro 11 : si nous 
résolvons notre problème de Cauchy dans le voisinage de 
chaque portion de S, ces différents éléments de solution se 
continueront l’un l’autre, et constitueront une solution qui 
sera valable pour toute la surface S et son voisinage. 

Mais, de plus, notre théorème ne prouve l’existence de la 
solution du problème de Cauchy que dans le voisinage de 
la surface initiale S. Pour le problème de Dirichlet, la solu- 
tion doit exister dans l’étendue entière de V. Ceci est la 
première explication demandée : pour cette raison, et pour 
elle seulement, les relations (8) sont nécessaires. Si elles ne 
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sont pas vérifiées par un ensemble analytique de valeurs 
du 

de U et ces valeurs correspondront à une certaine 
fonction harmonique u dans le voisinage de S; mais u 
admettra forcément des singularités, ou même cessera 
d’être défini, en quelque endroit de V. 

Gette première réponse à notre question n’est elle-même 
pas complète et ne donne pas la seule raison pour laquelle 
le problème de Cauchy n’est pas toujours possible. Si l’on 
prend maintenant les termes géométriques du problème 
exactement de la même manière que l’a fait Cauchy, on 
peut voir que, en n’adoptant plus l’hypothèse des données 
analytiques, il n’existera en général aucune solution, même 
dans le voisinage immédiat de S, ou même dans le voisinage 
d’une portion o-, quelque petite qu’elle soit, de S. 

Ceci peut être considéré comme une conséquence de la 
propriété bien connue des fonctions harmoniques (c’est-à- 
dire des solutions de àu — o) d’être analytiques dans chaque 
région à l’intérieur du domaine où elles existent et sont 
continues ainsi que leurs dérivées premières, et de ne per- 
dre ce caractère d’analyticité que sur la limite du domaine : 
une forme de cette propriété étant (^) que, si deux fonctions 
harmoniques, définies chacune d’nn côté d’une surface, ont, 
en chaque point de cette dernière, la même valeur et la 
même dérivée normale, elles sont le prolongement analy- 
tique l’une de l’autre, leur ensemble constituant une seule 
fonction harmonique (et par conséquent analytique) dans 
toute la région située des deux côtés de la surface. 

Ceci montre que (o- étant, par exemple, supposée analy- 
tique) il est finalement impossible que le problème de 
Cauchy, avec des données non analytiques, ait une solution 
des deux côtés de cr; ces deux solutions u' et n", d’après le 
théorème précédent, ne constitueraient qu’une seule fonc- 
tion analytique dans le domaine total à l’intérieur duquel 
est O* : ce qui est évidemment contradictoire avec la suppo- 
sition que Uo (valeur commune de u' et u") ou Ui (dérivée nor- 
male commune) est non analytique sur <r, 

(1) Ceci a été mis en évidence par Diihem (V. Hydrodynamique, Elasticité, 
Acoustique, Hermann, 1891, vol. I, p. 169). 
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Naturellement, il est évident que, en général, ni v! ni 
n’existent : car il n’y a pas de raison pour que l’un existe 
plus que l’autre, si les données sont prises au hasard. 

15 5is. On peut montrer tout à fait rigoureusement 
qu’il n’existe pas de solution, même d’un côté de dans 
le cas où CT est une portion du plan x = o, en faisant l’hypo- 
thèse complémentaire que Uo (ou Ui) est nul : car, si, par 
exemple, ii existait pour x> o, on pourrait définir u", pour 
X < O, par 

(9) u(~x, y, z)=— u(x, y, z) , 

u' et u" ayant alors, pour x = o, la même valeur (savoir o) et 
la même dérivée normale. Le cas est alors le même que 
pTécédemment : par conséquent la solution ne peut jamais 
exister si Ui (y, z) n’est pas analytique. 

(De même, si Ui est nul, avec une valeur quelconque de Uo, 
une solution éventuelle u pour x> o pourrait s’étendre h 
X < O par la relation u ( — x, y, z) = u (x, y, z) et ceci con- 
duirait à la même impossibilité que ci-dessus si iio n’était 
pas analytique.) 

Si Uo (y, z) avait été pris différent de zéro, la connais- 
sance de sa valeur déterminerait évidemment u à une 
fonction analytique près Q) de x, y, z, et, par conséquent, 
Ui (y, z) à une fonction analytique près de y, z. 

16. L’équation de la chaleur 
â^u du 
dx^ dy ~ ^ ’ 

quoique nous n’ayons pas à nous en occuper dans cet 
ouvrage, est cependant intéressante à étudier au même point 
de vue, ce qui a été fait par M. Holmgren (*). Prenons encore 


(1) Un de ces choix possibles pour u est le potentiel, mnltipUé par 

i 

, d’une double couche de densité sur notre plan, la valeur cor- 

respondante de étant la dérivée normale de ce potentiel. La combi- 
naison de ceci avec l’énoncé du texte donaie la forme la plus générale 
acceptable pour pour une forme donnée de u^. 

(2) Arkiv fôr Matematik, Astronomi och tysik (1904), p. 324, note; 
Voir aussi ihid., vol. II (190.^-1906). 
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une fois le problème de Cauchy par rapport h x = o, la. pre- 
mière fonction Uo(y) étant de nouveau prise nulle. 
Comme précédemment, admettons que notre solution est 
définie d’un seul côté de x=o, par exemple pour x> o, et 
étendons-la h x < o par la formule (9) : par ce moyen, 
âu 

U et-^ restent continus pour x = o. 

Or, une solution de l’équation de la chaleur, lorsqu’elle 
est continue et a ses dérivées du premier ordre continues, 
n’est pas nécessairement analytique en ses deux variables, 
comme c’est le cas pour l’équation du potentiel; seulement 
on peut prouver (^) qu’elle est analytique par rapport à x. 
Comme d’un autre côté (V. numéro précédent), c’est une 
fonction impaire pour Uo = o, on peut la développer en une 
série convergente de la forme 


(10) 


U = u^x -f- 


U3 

lîT 


a:’ + - + 


(2p + l)! 


Le premier coefficient est égal à la dérivée 
X = 0 . Mais réquation différentielle donne : 


+ - 

âu 

'âx' 


poui 




/ âu \ dPu^ 

ây^ \ âx /x=o dy^ 


On voit, par conséquent, que Ui admet des dérivées de 
tous les ordres; ensuite, que l’on a une limitation de leur 
ordre de grandeur : car, d’après la convergence de la sé- 
rie (10), on a (M, p étant deux nombres positifs fixes) 


( 11 ) 


d^u^ M(2p+1)! 

-W Tîîï— 


L’analyticité de u exigerait des* inégalités telles que 


( 12 ) 


d^u^ 


dif 


< 


Mp! 


de telle sorte que le système des conditions (11) est moins 
restrictif que les conditions d’analyticité. 


(1) M. Serge Bernstein (Thèse, Paris 1904) a démontré le même fait pour 
l'équation parabolique analytique la plus générale. Des démonstrations 
très simples omt été données depuis par M. Gevrey (C. R. Ac. Sc., tome CLll 
et Thèse, Paris). 
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17. Nous voyons que nos considérations présentes sur 
le sujet des équations aux dérivées partielles nous mènent 
à des résultats dignes d’intérêt dans la théorie des fonctions 
d’une variable réelle. De telles fonctions ont été classées, 
comme on le sait, d’après leur degré de régularité : les 
efforts des géomètres contemporains ont réussi à faire res- 
sortir bien des intermédiaires importants et intéressants 
entre la conception de fonction arbitraire et celle de fonc- 
tion continue; plus restrictive que cette dernière se trouve 
la notion de fonction à variation limitée, puis les fonc- 
tions dérivables une, deux, ..., p fois. Viennent ensuite 
les fonctions dérivables jusqu’à un ordre quelconque. 

Ici, les fonctions Ui satisfaisant à Tinégalité (11) montrent 
r utilité d’une distinction nouvelle (^) : il y a des intermé- 
diaires entre les fonctions dérivables à n'importe quel 
ordre et les fonctions analytiques. MM. Coursât et 
Gevrey (^) ont appelé les fonctions joîiclions de la 
classe 2. De même, des fonctions de la classe a — c’est-à- 
dire des fonctions ^ (y) dérivables à un ordre quelconque et 
telles que 


( 11 ') 


d^q> ^ M (ap) 1 


(a > 1) 


- apparaîtront (®) si l’on considère du même point de vue les 
équations 

(m > n) 


ô^u 

da?” 


d”u 

ây^ 


traitées par M. Henri k Block : a sera alors égal à-^. 


(1) Voir la note plus loin, p. 37. 

(2) Voir note, p. 32. 

(3) Il est remarqu(al)le que la classe définie, parmi les fonctions ana- 
lytiques par les inégalités (11') avec a < 1, ait déjà été considérée en 
Analyse : c’est en fait la classe des fonctions entières de genre fini. 

Le mot (( dasse » a déjà été employé par Baire dans ses travaux sur 
les fonctions discontinues, dans un sens tout à fait différent, mais, comme 
l’a fait observer M. Gevrey, la confusion est impossible pour cette raison 
môme. 

(4) Henorâk Block, Arktv fôr Matematik, Astronomi och Fysik, vol. VII 
4911). 


Hadamai 


3 
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Qu’il existe en fait des fonctions qui satisfont au système 
de conditions (11') sans être analytiques — ou, plus géné- 
ralement, qui satisfont à ce système pour une certaine va- 
leur de a, mais non pour des valeurs inférieures — , c’est 
ce qu’on peut voir facilement par l’exemple de la série 
trigonométrique 

oo 

(13) ^ c, cos ny, 

n=o 

OÙ les c„ seront, par exemple, des nombres positifs et réels. 
Une telle série admettra des dérivées de tous les ordres si 
Ha série 

(14) «^ 

est convergente pour toutes les valeurs de p. Prenons, en 

particulier, — e“”“, a étant nn nombre donné plus 

grand que 1 : cette expression satisfait à la condition 
précédente; mais la série (14), savoir 

(140 

qui, pour p pair, représente la valeur de la f dérivée pour 
y = o {et qui est aussi la valeur maximum de sa dérivée), est, 
comme on sait, du même ordre de grandeur que l’intégrale 

(14") ^“n''e-““dn = or[(p ■+ l)a], 

ce qui montre que la série correspondante (13) appartient 
à la classe a et non — du moins dans un intervalle quel- 
conque contenant y—o — à une classe quelconque de rang 
inférieur. 

Si, dans (13), nous avions seulement donné à u les valeurs 
n= où b est un entier déterminé et v=l, 2, X), cela 
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n’aurait pas essentiellement changé l’ordre de (d40, l’inté- 
grale (14") étant remplacée par 


i: 


ô'-e-” * dv = 


log h 


r (pa) 


mais pour cette nouvelle série 


OO 

^ e"”* cos(6’'y), 

VOtl 


nous pourrions affirmer qu’elle ne peut être d’une classe 
inférieure à a, non seulement autour de y == o, mais aussi 
dans un intervalle quelconque : car une telle série ne change 
que dans ses premiers termes lorsqu’on remplace y par 

y *+■ (quels que soient les entiers k et l) et les nombres 


tÎTT 


peuvent s’approcher aussi près que l’on veut d’une 


quantité réelle donnée quelconque. 

M. Gevrey(^) (loc. cit.) a montré que les fonctions d’une 
classe a > 1 demeurent telles par les mêmes opérations 
générales que les fonctions analytiques, par exemple par la 
/nultiplication, la substitution d’une ou de plusieurs fonc- 
tions dans une autre, l’intégration des équations différen- 
tielles, etc. Mais de telles fonctions diffèrent des fonctions 
analytiques, et aussi des généralisations bien connues que 
leur a données M. Borel (^), par l’absence d’une de leurs 
propriétés classiques : l’extension d’une fonction de classe a 
d’une partie de son domaine à une partie avoisinante n*est 
pas déterminée. Une telle fonction, supposée donnée dans 
(o, 1), peut être étendue à (1, 2), par exemple, d’un nom- 
bre infini de manières, sans perdre la propriété d’appar- 
tenir à lia classe a. 


(1) Voir auBsd ses Mémoires dans le vol, XXXV, série S, des Ann. Ec. Norm. 

Supr*, 

(2) Voir Comptes Rendus Ac. Sc., vol. CLIV; Acta Math., t. XXIV. 
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Geci se voit facilement, tout an moins pour a = 2, par 

Tintroduction de la fonction e”®. Cette fonction, holomor- 
phe dans tout intervalle (a, b) avec a > o, 6 > o, ne Test 



Fig. 2. 


plus dans (o, 6), mais appartient (au 
plus) à la classe 2, comme on peut le 
voir par le calcul direct suivant (^). 
Pour calculer (a) (avec a > o), 
prenons T intégrale 

pi r ^ 

2i7r y {z — ay+^ ^ 


le long d’une circonférence de rayon a dans le plan oom- 
1 

plcxe. Pour <I> (x) = e^"F,nous pouvons prendre cette circon- 
férence tangente à Taxe imaginaire (üg. 2), et la valeur 

absolue de (x) sur cette circonférence sera alors constante 
1 

et égale h e de telle sorte que 


p! 


p! 





2a 


Le maximum de cette dernière quantité coiTespond à 

1 

a= TT- et l’on a 

2p 

1 1 

1^^*” (a) I < c-P(2p)Pp! = (sensiblement) — (2p) !. 


Gomme toutes les dérivées de sont nulles (du côté 
positif) pour a: = o, ceci nous montre qu’une fonction qui 

est nulle pour toute valeur négative de x peut être étendue 
1 

à a; > 0 par et être de la classe 2. 

On peut déduire de cet exemple un autre plus général en 


prenant l’intégrale 




= x(z)d2 


(® > o) , 


1 

(1) La fonction très analogue — = e à laquelle on e»t amené par la 
théorie de la chaleur, peut aussi être introduite dans le môme but. 
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OÙ X est une fonction arbitraire, — disons continue — . Toute 
dérivée de peut être prise en différentiant sous le signe J* 
(il n’ÿ a pas de termes correspondant à la variabilité de la 
limite supérieure, où la quantité sous le signe est nulle) 
de telle sorte que >/' appartient aussi à une classe au plus 
égale à 2; et on voit facilement qu’on peut l’étendre d’une 
infinité de manières au delà de toute valeur x = a de la 
variable, car cette extension dépend de la fonction arbi- 
traire X- 

M. Serge Bernstein (^) a étendu cette conclusion aux fonc- 
tions de toute classe « > 1, une telle condition étant encore 
compatible avec une infinité de prolongements d’une même 
fonction donnée. 

La question (^) s’est alors posée de savoir s’il peut exister 
des fonctions F(p) croissant plus rapidement que R“’’p!, 
et, cependant, telles que la limitation | | < F (p) pour 

les valeurs des dérivées successives d’une fonction impli- 
que le fait que ne peut pas être étendue de plus d’une 
manière. M. S. Bernstein est conduit à une réponse néga- 
tive pour l’exemple des fonctions de classe supérieure à i; 
mais il montre d’ailleurs qu’une telle réponse négative ne 
subsisterait pas si l’inégalité F (p) > R' ^'p! était vérifiée irré- 
gulièrement, c’est-à-dire s’il y avait un nombre infini de 
valeurs de p donnant cette inégalité et un nombre infini 
donnant l’inégalité inverse. 

18 . Reprenant le problème de Cauchy en général, on 
voit qu’on doit éviter la confusion entre le cas des fonctions 


(1) Math. Ann., vol. LXXV, p. 440 et suiv. 

(â) Ceci a été écrit .en avril 1921. Depuis, le problème a été résolu 
par les belles recherches de MM. Denjoy et Carleman (V. C. R. Ac. Sc., 
t. 173-174, 1021-1922. Elles ont donné la théorie des fonctions quast 
analytiques. Voir surtout l’ouvrage de M. Carleman : Les fonctions quasi 
analytiques, (Paris, Gauthier-Villars, 1926 : l’extension est toujours unique 
quand F (p) est telle que la série 



doit divergente. (Ajouté lors de la correction des épreuves.) 
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arbitraires et celui des fonctions analytiques, et que nos 
conclusions précédentes doivent être révisées à ce point de 
vue. Ceci s’applique aussi à la fonction inconnue; notre 
premier résultat, savoir que la solution, si elle existe, est 
unique, sauf le cas d’une caractéristique, doit être exa- 
miné à nouveau : nous avons seulement fourni la démons- 
tration que le problème n’admet qu’une seule solution 
holomorphe. 

Sur ce point, cependant, le résultat subsiste : M. Holm- 
gren O a démontré, au moins pour les équations linéai- 
res à coefficients analytiques, que (toujours excluant le 
cas exceptionnel), la solution, analytique ou non, est 
unique (*). 

Gomme on vient de le voir, les choses sont beaucoup plus 
compliquées en ce qui regarde la seconde partie du résultat, 


(1) Ofversiç/t af Kongl. Vetenskaps Akad. Fôrh. (9 janv. 1901), p. 91*105 
Voir ^‘gaiement nos Leçons sur la propagation des ondes, note I. La dé- 
monstration repose sur le théorème bien connu de Wederstrass sur les 
approximations des fonctions continues par polynômes. Il serait intéres- 
sant de l’étendre aux équations à coefficients non analytiques, et, au cas 
non linéaire. 

Note de la Traduction. — Cette question est aujourd’hui résolue, par 
les récents travaux de M. Hans Lewy, pour le cas hyperbolique, et, en 
ce qui concerne le cas elliptique, pour les équations analytiques (voir 
Appendice III à la fin du volume). Un Mémoire de MM. Hans Lewy et 
Kurt Friedrichs traite même le cas d’équations (totalement hyperboliques, 
c’est-à-dire à caractéristiques toutes réelles) d’ordre quelconque. 

(2) Quand on énonce de tels résultats, il est important, ainsi que 
Bôcher l’a fait remarquer très justement (au cours de ses conférences à 
l’Université de Paris en 1913-1914), de bien préciser ce qu’on entend par 
une solution. Ici, u doit admettre des dérivées premières et secondes 
satisfaisant à l’équation aux dérivées partielles dans le voisinage de 
X =z O, mais pas nécessairement sur a; = o lui-même. Au contraire, les 

. du , 

conditions que u et aient des valeurs données en des points de x = o 

dx 

impliquent que ces quantités existent et soient continues autour de ces 
points. Plus exactement, il faudra que u et ses diverses dérivées pre- 
mières soient continues : ceci est nécessaire pour la validité de la démons- 
tration de M, Holmgren, lequel (remplaçant l’équation par un système 
d’équations du premier ordre) introduit toutes ces dérivées premières 
comme inconnues auxiliaires, comme cela est fait cleissiquement dans 
la démonstration primitive de Sophie Kowalewski pour le thoérème fonda- 
mental. (V. p. ex. Goursat, Cours d’ Analyse, 3® éd,, t. II, p. 642) et appli- 
que (comme nous le ferons aussi dans la suite de ce livre) la transfor- 
mation d’intégrales habituelle d’Ostrogradsky et Green, laquelle suppose la 
continuité des fonctions introduites. 
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c’est-à-dire l’existence d’une solution; au premier abord, on 
ne voit pas, à cet égard, de règle analytique générale. L’ana* 
logie avec les équations différentielles ordinaires, qui a évi- 
demment inspiré Cauchy, s’est montrée finalement trom- 
peuse P); de même l’exemple de l’équation du son et celui 
de l’équation des potentiels montrent combien peu on peut 
se fier aux analogies les plus proches et en apparence les 
plus évidentes, entre équations aux dérivées partielles. 

Mais il est remarquable, d’autre part, qu’on trouve un 
guide sûr dans l’interprétation physique : un problème ana- 
lytique est toujours correctement posé (au sens précédem- 
ment indiqué), quand il est la traduction d’une question 
mécanique ou physique; et nous avons vu que ceci est le 
cas du problème de Cauchy dans les exemples notés en 
premier lieu. 

Au contraire, aucun des problèmes physiques en rapport 
avec àu = o ne se formule analytiquement sous la forme de 
Cauchy (^). Chacun d’eux conduit à des énoncés tels que 
celui de Dirichlet, c’est-à-dire avec une seule donnée numé- 
rique en chaque point de la frontière. C’est aussi le cas de 
l’équation de la chaleur. Tout ceci est d’accord avec le fait 
que les données de Cauchy, si elles ne sont pas analytiques, 
ne sont pas de nature à déterminer une solution d’une 
quelconque de ces deux équations. 


(1) Cette analogie serait légitime si la deuxième espèce de méthodes 
mentionnées au § 10 (approximations successives) avait pu être étendue 
au cas des équations aux dérivées partielles. Ceci contredirait nos énoncés 
précédents et est, par conséquent, impossible, au moins dans le cas géné- 
ral (quelques essais ont été tentés dans ce sens, mais, naturellement, sans 
succès). Au contraire, des méthodes de cette espèce ont pu être appli- 
quées à des cas convenables, en tenant compte de la nature de l'équation 
et des autres particularités du problème (particulièrement des ca^€U^téri8- 
tiques), par M. Picard et ses successeurs. 

(2) On peut être tenté d'assimiler les résultats ci-dessus concernant 
Au =z O à ceux que nous avons trouvés plus haut dans le cas où la 
variété qui porte les données est une caractéristique. Il y aurait là une 
erreur; car, dans ce dernier cas, le problème, quand il n'est pas impos- 
sible, devient indéterminé, ce qui ne peut jamais arriver pour Au = o, 
d’après le théorème de Holmgren. Le problème de Cauchy pour Au = o, 
dans le cas général, peut se comparer à un problème d'algèbre où on 
donne plus de conditions qu’il n'y a d’inconnues. 
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Cette concordance remarquable entre les deux points de 
vue est notre principale raison pour considérer l’attitude 
que nous avons prise dans ce qui précède (et qui consiste 
à renoncer systématiquement à Thypothèse de l’analyticité 
des données) comme mieux d’accord avec la vraie nature 
des choses que la conception primitive de Cauchy et de ses 
successeurs. 

Nous avons souvent soutenu, contre plusieurs géomètres, 
l’importance de cette distinction. Quelques-uns d’entre eux 
arguaient du fait que l’on peut toujours considérer des 
fonctions quelconques comme anaJytiqnes, attendu que, 
dans le cas contraire, elles peuvent être approchées avec 
autant de précision que l’on veut à l’aide de fonctions ana- 
lytiques. Mais, à notre avis, cet argument ne porte pas, 
la question n’étant pas de savoir si une telle approxima- 
tion altérera très peu les données, mais si elle altérera 
très peu la solution. Il est facile de voir que, dans le cas 
qui nous occupe, les deux questions ne sont en aucune 
façon équivalentes. Prenons l’équation classique des poten- 
tiels pour deux dimensions 

â^u â^u 

âx^ dy^ 

avec les données de Cauchy (^) suivantes : 

U (o, y) = O 
âu 

^ (O, y) = U, (y) = sin (ny), 

n étant un nombre très grand, mais An étant une fonction 
de n assujettie à être très petite quand n devient très grand 

^par exemple A^ ^ etc. ^ Ces données diffèrent aussi 


(1) Nous avons donné pour la première fois cet exemple au Congrès de 
la Société mathématique suisse, à Zurich (1917). 
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peu que Ton veut de zéro. Cependant un tel problème de 
Cauchy a pour solution 



est très grande pour toute valeur déterminée de x différente 
de zéro, à cause du mode de croissance de e”® et par con- 
séquent de Sh {nx). 

Dans ce cas, la présence du facteur sin ny se traduit par 
un (( tuyautage » de la surface, et nous voyons que ce 
tuyautage, quoique imperceptible dans le voisinage immé- 
diat de Taxe des y, devient énorme à une distance donnée, 
si petite qu’elle soit, de cet axe, à condition qu’on le 
suppose suffisamment fin en prenant n suffisamment grand. 


19. Continuité psæ rapport aux tonctions données. — Com- 
parons cet exemple avec la solution du problème de 
Cauchy pour l’équation (équation des cordes vibrantes). 
L’intégrale générale de cette dernière étant 

(16) m(x, t) = ^(x H- u)t) W (x — (üt), 

les données de Cauchy 

u(x,o) =Uo(a:), (x, o) = 

donnent facilement, comme on sait, 


' ^(0 = J 

”.(f) + i y./edf] 

m = i 

[“.<e - è /”.<»■*«] 


la constante d’intégration étant sans influence, à condition 
qu’elle soit la même dans les deux formules : ce qui, subs- 
titué dans (16), donne la solution du problème. Maintenant, 
supposons que, le long d’un certain intervalle d’ampli- 
tude A, les fonctions Uj, Uo soient modifiées, mais partout 
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très légèrement : c’est-à-dire remplaçons-les par + Sui, 
Uo + Suo, les quantités \^Uq\, |8wi| étant, quelle que soit 
la valeur de x, inférieures à une constante très petite e. 
D’après (16'), on voit que l’altération correspondante 

sur ^ et ^ sera toujours inférieure h — (i-\ ) et sur u, 

/ A\ 2 \ co/ 

plus petite queellH ) c’est-à-dire arbitrairement petite 


avec e. 

Nous dirons que les valeurs de ii dépendent continûment 
de celles de : c’est une locution suggérée par une ana- 

logie évidente avec la continuité ordinaire. 

Au contraire, l’exemple du numéro précédent montre que 
la solution du problème de Cauchy pour l’équation des 
potentiels ne dépend pas continûment des données. 


20. Divers ordres de voisinage et de continuité. — La défi- 
nition ci-dessus demande, cependant, à être précisée par des 
considérations aujourd’hui classiques en Calcul des Varia- 
tions Q) et dans sa récente généralisation, le Calcul Fonc- 
tionnel. 

Les inégalités |8aol< l^^il < ® sont, dans certains pro- 
blèmes, suffisantes pour que Uo + ^Uo, Ui 4- Sui soient con- 
sidérés comme très voisins de i/o et de Ui; mais tèl n’est pas 

le cas pour d’autres applications. Par exemple, y = g (x) = 

1 

— sin (nx), pour n très grand, représente une courbe dont 

chaque point est très proche d’un point correspondant de 
l’axe des x. Cependant, on ne peut pas remplacer approxi- 
mativement cette courbe par y — o, si, par exemple, on 
s’occupe de la longueur : sa longueur, entre x = o et x = /r, 
ne tend pas (^) vers pour n = x>. 

Ceci est dû au fait que, dans cet exemple, g (x) tend (uni- 

1 

formément par rapport à x) vers zéro avec— , mais non 

pas g' (x) — cos (nx). Une telle fonction est dite avoir avec 
zéro un voisinage de V ordre zéro. 


(1) Zermelo {Untersuchungen zur Variationsrechnung : Diss., Berlin, Mayer 
et Müller, 1894). 

(2) Elle reste constante si n n’admet que des valeurs entières. 
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Q (ic) 1 

La fonction — — — ^ sin nx a un voisinage de 
Tordre un avec zéro, pour n très grand, c’est-à-dire que 
sont très petits; mais il n’en est pas de 


gM 

et 

g'{x) 

n 


n 


A if 

meme pour — = — sm nx. 

Plus généralement, g (x) et h (x) sont dits avoir, dans 
l’intervalle (a, b), un voisinage de l’ordre p si les p -h i 

différences \g (x) — h (æ)|, \g' (x) — h' (x)| 


ôPg dPh 
dx^ dx^ 


sont très petites, par exemple inférieures à e, tout le long 
de (a, à), le voisinage étant d’autant plus proche que e est 
plus petit. 

Si les fonctions considérées et leurs dérivées jusqu’à 
l’ordre p sont continues — ce qui sera toujours le cas 
dans les applications — on peut dire aussi que deux fonc- 
tions g, h ont entre elles un vôisinage de l’ordre p si on 
peut établir entre x' et x" une correspondance telle que 
\x" — x'! < £ et que ceci soit vrai pour toutes les diffé- 
rences 




\g{x') — hix") 


g'ix') — h'ix") 


d^gix') 

dPh (ac'O 

dæ'P 

dx"^ 


Cette condition est équivalente à la précédente (s étant 
simplement remplacé par une autre quantité qui devient 
infinitésimale avec la première) à cause du fait que 
\x" — x'\ < e implique 


h{x') — h(x") 


< 


d^h(x') ___ d^hjx") 
dx'^ dx"^ 


(pour tous les q entre 1 et p), ^ étant infiniment petit en 
même temps que e. 

Géométriquement, deux courbes planes seront dites avoir 
l’une avec l’autre un voisinage d’ordre p si on peut trou- 
ver entre elles une correspondance ponctuelle telle que la 
distance entre les points correspondants soit très petite, 
ainsi que les différences (ô) (ceci veut dire, par exemple — 
pour q = 1, — que l’angile des tangentes correspondantes 
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sera très faible). Dans ce cas, il s’ensuit de la remarque 
précédente que le choix de la correspondance est tout à 
fait arbitraire et indifférent : en particulier, s’il n’y a pas 
de tangente parallèle à æ: = o, on peut prendre comme 
points correspondants ceux qui ont la même abscisse et, de 
toute façon, deux points tels que le segment qui les joint 
coupe les deux courbes sous un angle fini. 

Tout ceci est évidemment très semblable à la théorie clas- 
sique du contact; et, en fait, cette dernière est un cas par- 
ticulier de nos considérations présentes : on peut la résu- 
mer en disant que deux courbes ont un contact d’ordre p 
en un point commun A si leurs arcs issus de A ont un voi- 
sinage d’ordre p arbitrairement étroit quand les arcs sont 
suffisamment petits. Ceci s’applique naturellement de même 
à des fonctions ayant entre elles un contact d’ordre p pour 
une valeur déterminée de la variable. 

L’extension de tout ceci aux fonctions de plusieurs varia- 
bles est évidente, et nous n’avons pas même besoin de la 
formuler. Pai’ exemple, quand deux surfaces ont un contact 
d’ordre p au point A, les parties qui entourent A ont un 
voisinage d’ordre p qui peut être pris aussi proche qu’on 
le désire si les portions de surfaces sont prises suffisam- 
ment petites. 

Si G (xi, X 2 , , Xm) ~ o est l’équation d’une surface^ 

étant admis que G a des dérivées continues jusqu’à l’ordre p 
et que les dérivées premières de G ne s’annulent jamais 
toutes ensemble, l’équation d’une seconde surface qui a 
avec la première un voisinage d’ordre p sera G -H SG = 0 , 
3G étant très petit ainsi que ses dérivées des p premiers 
ordres. 

20 bis, La notion des divers ordres de voisinage entraîne 
la définition des divers ordres de continuité. Une quantité u 
étant assujettie à dépendre des valeurs de g (x) dans (a, 6), 
cette dépendance sera continue d'ordre p si u est très peu 
altéré chaque fois qu’on remplace g (x) par une autre fonc- 
tion h (x) ayant avec elle [dans (a, b)] un voisinage (suffi- 
samment étroit) d’ordre p. Ainsi, la solution du problème de 
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Ciauchy pour l’équation des cordes vibrantes, telle qu’elle a 
^té fournie ci-dessus, est continue d'ordre zéro en Uq, u^. 
La longueuT d’un arc de courbe (== J \/l -h y'^dx) n’est 
pas continue d’ordre zéro, mais elle est continue d’ordre 1. 

Il est à remarquer qu’un voisinage d’ordre p signifie plus 
qu’un voisinage d’ordre zéro, et que, par conséquent, une 
continuité d’ordre p signifie moins qu’une continuité d’ordre 
zéro. 

La solution du problème de Cauchy pour — ^ 

(n° 18) n est pas continue, de quelque ordre que ce soit, en 

1 

Uo, Ui. Car An sin nu a, avec zéro, si An = un voisi- 

nage d’ordre p — 1, c’est-à-dire arbitrairement grand; et 
meme, pour A„ — le voisinage est d’un ordre infini, 

c’est-à-dire que chaque dérivée de cette quantité tend vers 
1 

zéro avec — ; néanmoins, la valeur correspondante de u 
ne tend pas vers zéro. 

La solution du problème ne peut pas s’exprimer par des 
formules analogues à (16) ou (16'), car nous venons de voir 
que de telles expressions impliquent une contînuité d’ordre 
zéro. 

Dans les chapitres suivants, nous rencontrerons d’autres 
formules plus ou moins semblables à (16'), sauf que leurs 
seconds membres peuvent contenir (sous le signe f ou 
non) des dérivées de Uo et u^ jusqu’à un certain ordre. 
Aucune formule de cette espèce ne peut, par quelque 
moyen que ce soit, représenter une solution du problème 
de Cauchy tel que nous l’avons considéré au numéro 18 
pour réquation des potentiels, car elle impliquerait une 
continuité d’ordre p. 

21. Une autre conséquence paradoxale apparaîtra encore 
si on considère les choses au point de vue concret. 

Strictement, mathématiquement parlant, nous avons vu 
(c’est le théorème de M. Holmgren) qu’un ensemble de don- 
nées de Cauchy Uq, Ui correspond (au plus) à une solution 
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U sorte que, si ces quantités 

Uo et Ui sont « connues », u sera déterminé sans aucune 
ambiguïté possible. 

Mais, dans toutes les applications concrètes, naturelle- 
ment, « connu » signifie « connu avec une certaine ap- 
proximation », toute sorte d'erreurs étant possibles, à con- 
dition que leur grandeur reste inférieure à une certaine 
limite; et on a vu, d'un autre côté, que le simple remplace- 
ment de la valeur zéro pour Ui par la valeur (arbitraire- 
ment petite) (15) change la solution, non de très petites,, 
mais de très grandes quantités. Tout se passe, physique- 
ment, comme si la connaissance des données de Cauchy ne 
déterminait pas la fonction inconnue. 

Ceci nous montre combien les choses se comportent dif- 
féremment dans ce cas et dans ceux qui correspondent à 
des questions physiques. Si un problème physique se trou- 
vait dépendre d'un problème analytique tel que le problème 
de Cauchy pour Au — o, il nous apparaîtrait comme régi 
par le pur hasard (que l'on sait, depuis Poincaré, consister 
en une discontinuité de cette nature dans le déterminisme) et 
non comme obéissant à une loi queilconque. 

Ayant été conduit par l’interprétation physique à la néces- 
sité des distinctions ci-dessus, nous devons maintenant 
essayer de les formuler analytiquement. Ceci dépend de la 
classification des équations linéaires aux dérivées partiel- 
les du second ordre en différents types. 

22. Les trois types d^équationa linéaires aux dérivées par- 
tielles. — Ces types se distinguent par la nature algébri- 
que de la forme caractéristique A (yi, ya, 7m). 

Si cette forme contient m carrés distincts, tous du 
même signe (en d'autres termes, si c’est une forme défù 
nie), l'équation est dite appartenir au type elliptique : les 
caractéristiques sont imaginaires. 

Si elle contient moins de m carrés distincts (forme semi- 
définie, lorsque les carrés sont du même signe, comme dans^ 
le cas de toutes les applications connues), l'équation appar- 
tient au type parabolique. 
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Si la forme caractéristique contient m carrés distincts, 
non du même signe (forme indéfinie), de sorte qu’il y a 
des caractéristiques réelles, on a le type hyperbolique. 

De plus, il y a une distinction à faire, dans ce dernier 
type, quand le nombre m est supérieur à 3, car les signes 
peuvent être distribués de façons différentes entre les m 
carrés. Le seul cas qui se présente dans les applications 
physiques est celui où tous les carrés, sauf un, ont le même 
signe : nous l’appellerons le type hyperbolique normal. 
Chacune des équations notées ci-dessus (ci), (ca), (e^) 
appartient au type hyperbolique normal. 

Géométriquement, comme l’a fait remarquer M. Cou- 
Ion (^), le type hyperbolique normal se distingue des autres 
par les caractères suivants. Supposons la forme caractéris- 
tique réduite (par une transformation linéaire convenable) 
à une somme algébrique de carrés, de telle sorte que 

(Vl» 72» •••’> ym) ^my^m -^171* ^2^2^ •••• 


A = o étant l’équation tangentielle du cône caractéristique, 
l’équation ponctuelle correspondante sera d’une forme toute 
semblable 


(17) H(X„X,, 



XV, 

Afli— I 


O. 


Un tel cône se compose de deux nappes et divise l’espace 
à m dimensions en trois régions, l’intérieur du cône (c’est- 
à-dire H > o) consistant en deux parties séparées (X^ > o 
et Xm < o) entre lesquelles il n’y a pas de passage réel 
possible autrement que par l’extérieur du cône ou par le 
sommet lui-même, car Xm = o est incompatible avec H > o. 

Au contraire, un cône tel que 


(170 


A, 




A,. 


= 0 


(le premier membre contenant au moins deux carrés posi- 
tifs et deux carrés négatifs) consiste en une seule nappe et 


(1) Thèse (1902), p. 30. 
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divise l’espace à m dimensions en deux régions seulement. 
Pour m — 4, ceci peut s’interpréter dans l’espaee ordi- 
naire en considérant les X comme des coordonnées homo- 
gènes et Xm ~ X 4 = O comme le plan de l’infini : une 
équation telle que (17) représentera alors un hyperboloïde 
à deux nappes et l’équation (17') un hyperboloïde à une 
nappe. 

Le type hyperbolique normal est le seul type connu pour 
lequel le problème de Cauchy soit correctement posé. Il y 
a plus : les types hyperboliques non normaux (qui ne se 
rencontrent pas dans les applications physiques) ne mènent 
à aucun problème, de quelque espèce que ce soit, dont on 
sache qu’il remplit cette condition (^). 

Les équations elliptiques ne conduisent jamais à des pro- 
blèmes de Cauchy correctement posés. Car (Voir Livre II) les 
solutions d’une telle équation (si ses coefficients sont pris 
analytiques) possèdent, comme celles de Au = 0 , les pro- 
priétés d’analyticité mentionnées et employées au paragra- 
phe 15, dans leur domaine d’existence; et, par conséquent, 
on peut reprendre à leur égard les raisonnements utilisés 
dans ce paragraphe. 

Les données (portées sur une surface analytique S) n’étant 
pas analytiques, si le problème de Cauchy a une solution, 
elle ne peut exister que d’un côté de la surface initiée S 
(au ddà de laquelle la fonction ainsi définie ne peut pas 
être étendue). 

23. Mais, même pour les équations hyperboliques nor- 
males, les applications physiques ne mènent pas toujours 
au problème de Cauchy. Ce dernier ne se présente que 


(1) M. Hamel (Diss., Gôttingue, 1901), qui a été conduit à l'équation non 

normale - = par des considérations géométriques empruntées au 

dxdy dzdt 

Calcul des Variations, a déterminé une inconnue u par cette équation et 
des conditions aux limites, mais a dû assujettir ces dernières à être ana- 
lytiques (non en toutes les variables, cependant) : M. Coulon (Thèse), trai- 
tant le problème de Cauchy, considère aussi le cas des équations non 
normales; mais il ressort alors de ses calculs mêmes qu’une infinité de 
conditions de possibilité sont nécessaires. 



PROBLÈMES MIXTES 


49 


lorsqu’on s’occupe de mouvements dans les milieux entiè- 
rement indéfinis. Les choses changeraient si on considérait 
une limitation quelconque de ceux-ci, comme ce serait le 
cas pour le problème classique des cordes vibrantes, qui 
s’exprime analytiquement par l’intégration de l’équation 
(ei) avec les conditions 

ôu 

(18) «(x, o) = Uo(x), — (x, o) = w,(®) 

et 


(180 


m(o, t) = O, 


u{l, t) = O, 



l étant la longueur de la corde et a; = o une de ses extré- 
mités. Le mouvement se calcule pour 
t > O, < X < l : c’est-à-dire, graphi- 
quement, dans la partie R du plan des 
xt, qui est hachuré sur la figure 3. Les 
conditions (18) doivent être remplies 
pour O < X < l, les conditions (18') 
pour t > O. 

Ici, il est évident que les premières Q 
%oni du type de Cauchy, mais non les Fie. 3. 
dernières, de sorte que nous n’avons pas affaire à un pro- 
blème de Cauchy, mais à ce que nous appellerons un pro- 
blème mixte. 

En fait, les deux ensembles de conditions jouent évidem- 
ment un rôle tout à fait différent au poiint de vue mécani- 
que et sont souvent, et à juste titre, appelés de noms dif- 
férents. Cependant, en raison de la forme géométrique de 
la question, nous avons employé indifféremment le terme 
de « conditions aux limites »; mais si on réfléchit mainte- 
nant à sa signification mécanique, on est conduit à donner 
aux conditions (18) le nom de « conditions initiales », en 
réservant celui de « conditions aux limites » pour les con- 
ditions (18'), qui correspondent aux extrémités de la corde. 

Les conditions initiales se trouvent toujours exprimées 
sous la forme de Cauchy, mais le contraire a lieu poui* 


Hadamard. 


4 
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les conditions aux limites proprement dites; celles-ci 
ressemblent bien plutôt à celles qu’on rencontre dans le cas 
du problème de Dirichlet, de telle sorte que les problèmes 
mixtes apparaissent chaque fois que les frontières inter- 
viennent. 

24. Prenons un autre exemple en considérant à nouveau 
un câble conducteur homogène, mais en supposant qu’il 
soit indéfini dans un sens seulement — mettons dans le 
sens des x positifs. Dans l’autre sens, on le considérera 
comme se terminant à un point où il communiquera, par 
un contact métallique, avec une source maintenue, à chaque 
instant, à un potentiel donné (constant ou variable). On se 
donne l’état initial du câble (potentiels et intensités pour 
t = o) : alors le potentiel u aura à satisfaire à l’équation 
des télégraphistes et aux conditions (si on suppose que la 
position du contact est prise comme origine des x) 

du 

(19) u{x, o) = Uo(x), -J (x,o) = u^(x), 

(190 n(o, t) — Uo(0, 

qui correspondent encore à ce que nous avons appelé un 
problème mixte. 

Les deux sortes de données sont portées respectivement 
par l’axe des x [qui, dans notre graphique (fig. 3), repré- 
sente le câble pour i = o] et l’axe des t [représentant l’ori- 
gine des coordonnées successivement considérée pour cha- 
que valeur positive du temps] . 

Il est évident que (19) et (19') ne doivent pâs être con- 
tradictoires pour X = t — O, de telle sorte que 

(20) Mo(o) — Uo(o), u,(o) = u'o(o) 

24 bis. Dans ce deuxième exemple, la figure pourrait être 
variée d’un nombre infini de manières. Nous pouvons, en 
effet, imaginer que le contact métallique, au Heu d’être fixé 
à X = O, est un contact mobile (fig. 3 bis) susceptible de 
glisser le long du câble suivant une certaine loi donnée 
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j; — ^ ((), de telle sorte que nous avons maintenant deux 
fonctions de ( > o, Tune ^(t) exprimant à chaque instant 
positif la position du contact mobile sur le câble, l’autre 
U (t) donnant au même moment la valeur du potentiel à 
ce contact. Le problème de déterminer l’état électrique pour 



O ^ 


Fig. 3 bis. 


t > 0, quand il est donné pour t — o, consistera à trou- 
ver une solution u (x, t) de l’équation des télégraphistes 
vérifiant les conditions 



La courbe portant les données sera alors représentée, dans 
le plan des xt comme le montre la figure 3 ter. Un tel 
problème est possible et déterminé 
(comme il est physiquement évident et 
comme on peut le voir aussi par des 
moyens analytiques) Q). Par conséquent, 
il ne nous serait pas permis de nous 
donner arbitrairement, sur la courbe 
00 = f (0» les données de Cauchy. 

25. On a un exemple de circonstan- 
ces analogues, pour des problèmes à 3 

trois variables indépendantes, dans 
l’étude des vibrations transversales d’une membrane plane, 
fixée en chaque poiint de son contour s. L’équation aux 



(1) Nous donnerons quelques iiniications sur ce sujet h la fin de l’ou- 
vrage (Appendice lï). 



52 


PROBLÈMES MIXTES 


dérivées partielles « indéfinie » sera l’équation (ca) des on- 
des cylindriques (§ 4 bis). Les conditions initiales seront 

du 

(21) u(x, V, o) = Uç,{x,y), ~ (x,y,o) = u^{x,y), 

Uft (déplacement normal initial) et Ui (vitesse normale ini- 
tiale) étant des fonctions données de x, y, dans l’aire S' 
couverte par la membrane. Les conditions aux limites sont 

(21') U = O 

en chaque point de s et pour chaque valeur de i, que 
nous considérerons cependant exclusivement comme posi- 
tif, le mouvement étant à déterminer seulement après l’ins- 
tant initial t ~ o. Dans la représentation graphique (n° 5), 
U doit être calculé à l’intérieur d’un demi-cylindre ayant 
comme base la portion S' du plan des xy, la surface laté- 
rale S" correspondant aux diverses valeurs positives de t. 
Nous avons encore là un problème mixte, (21') étant du type 
de Dirichlet. 

Le mouvement d’un milieu limité quelconque, à deux ou 
trois dimensions, donnera lieu à des remarques semblables. 

26. On doit noter que ceci s’applique quelle que soit la 
nature des limitations. Si, par exemple, on prend, avec 
Duhem (^), le cas d’une sphère solide puisante immergée 
dans l’air, ce dernier remplissant l’espace entier en dehors 
de la sphère, les petits mouvements du gaz dépendront, non 
du problème de Cauchy, mais d’un problème mixte, des don- 
nées non semblables à celles de Cauchy (^) correspondant 
à chaque point de la surface de la sphère solide. 


(1) Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. 1, chap. XII, p. 23î)-237. 

(2) Elles ne sont pas exactement du type de Dirichlet, mais de celles du 
type appelé de « Neumann » ou type hydrodynamique, mais sont analoguee 
aux données de Dirichlet en ce sens qu’une quantité et non deux, — la 

du 

valeur de — - seul — est donnée en chaque point de la surface sphérique. 
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27. Dans tous les exemples précédents, la forme géomé- 
trique des variétés qui portent les données présente 
évidemment une différence appréciable avec les cas qui 
dépendaient du problème de Cauchy. 

Il est clair que l’intervention simultanée des deux sortes 
de données est ici en relation avec les angles ou les arêtes 
de nos variétés portant les données. Mais, pour m > 2, on 
peut aller plus loin. Dans l’équation des ondes cylindriques* 
(ou des membranes vibrantes) le cône caractéristique a pour 
équation (par rapport à des axes passant par son sommet) 

= O. 

Le plan qui porte les données de Cauchy est le plan 
t = constante : un tel plan ne coupe quune nappe du cône 
caractéristique, et la coupe suivant une ellipse (dans le cas 
actuel, un cercle). 

Nous dirons qu’une direction de plans a une orientation 
d'espace (ou est une direction d'espace) par rapport à notre 
équation (cette dernière étant supposée hyperbolique nor- 
male), si un plan ayant cette direction coupe une seule 
nappe du cône caractéristique, l’arête (^ d’intersection 
étant fermée, ou, ce qui revient au même, si un plan paral- 
lèle mené par le sommet du cône n’a pas d’autre point 
commun avec lui que ce sommet. Dans le cas contraire, la 
direction dont il s’agit sera dite orientée dans le temps (*). 

La surface latérale cylindrique S', dans notre représenta- 
tion du problème de la membrane vibrante, a partout une 
orientation de temps : chacun de ses plans tangents coupe 
un cône caractéristique suivant une hyperbole. Ceci est un 
fait tout à fait général : comme l’a fait remarquer M. Yol- 
terra (^), si, sur une surface S qui consiste en plusieurs par- 
ties (qu’elles soient séparées ou non l’une de l’autre par 
des arêtes), certaines ont une orientation d’espace et d’au- 
tres non, les données correctes, sur ces dernières, sont du 
type de Dirichlet. 


(1) V. note p. 6. 

(2) Locutions suggérées par la théorie de la relativité. 

(3) Congrès intem. Rome (1908}, vol. II, p. 90. 
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On ne rencontre jamais un problème de Cauchy correc- 
tement posé et relatif à des variétés (même dépourvues 
d’arêtes) qui sont orientées dans le temps. Par exemple, on 
ne pourrait pas prendre des données de Cauchy arbitraires 
pour les équations (ea) ou (ca), par rapport à a; = o (^). Pour 
le montrer, choisissons les données en question indépendan- 
tes de t : alors u lui-même devra (^) aussi être indépendant 
de t et, par conséquent, satisfaire à An — o, ce que nous 

avons vu être généralement impossible si n et pour 
^ — O, sont choisis arbitrairement. 

Les conditions qui doivent être imposées à Uq et Ui — 

ât 

de manière que le problème ait une solution, constituent 
un sujet encore peu connu qui peut se montrer intéressant 
au point de vue de la théorie des fonctions i nous en repar- 
lerons brièvement au Livre IV. 


(1) A l'heure actuelle, on ne connaît pas de système de données portées 
par X* = O et de nature à déterminer correctement une solution de (e ) ou 
de (C 3 ). 

(2) V. plus loin, § 29. 
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CHAPITRE PREMIER 

CAS ET RÉSULTATS CLASSIQUES 


28. Arrivons maintenant à notre objet propre, c’est-à- 
dire à la solution du problème de Cauchy, que nous consi- 
dérerons uniquement, en thèse générale, dans les cas où il 
sera correctement posé. 

Cette solution est connue de longue date pour certains 
cas particuliers, dont le plus simple est celui de l’équa- 
tion (ej, avec des données relatives à t = o (petits mouve- 
ments d’un tuyau d’air indéfini, ou vibrations d’une corde 
considérée comme d’une longueur indéfinie dans les deux 
sens), dont nous nous sommes occupés au n® 19. 

On connaît également la solution de Poisson pour le pro- 
blème de Cauchy relatif à l’équation du son (^); on peut 
l’exprimer sous la forme suivante : 

Soit {Xo, I/o, Zo, to) un point d’univers donné, pour lequel 
nous voulons calculer la valeur de la fonction u, définie par 
les conditions (C3) (n® 4). Soit, d’une manière générale, 
Mr (f) la valeur moyenne de la fonction 9 (x, y, z) sur la 
surface de la sphère S de rayon r décrite dans l’espace ordi- 
naire avec (xe, î/o, 2 o) pour centre. On aura : 

(P) « (*„, y,, z„, «„) = (w„)] + (u,). 


(1) Poisson, Mémoire sur V intégration de quelques équations aux dérivées 
partielles et particulièrement de Véquation générale du mouvement des 
fluides élastiques Gu à TAc. Sc. à Paris, le 19 juillet 1819). V. aussi 
Rayleigh, Theory of Sound, t. II, p. 88; Poincaré, Leçons sur la Théorie 
Mathématique de la Lumière, chap. III, p. 76-98); etc... 

:i- O 2. îL-g 



58 


FORMULE DE POISSON 


Cett/c formule de Poisson a été démontrée de diverses 
manières et résulte, par exemple, de la théorie de Kirch- 
hoff (voir plus loin, n° 43), cas particuliier de la méthode 
générale que nous développerons au Livre IV. La démons- 
tration, également bien connue (0, que nous allons 
reproduire ici (à un détail près) est une démonstration 
synthétique, consistant à vérifier directement que le second 
membre remplit chacune des conditions désirées; en raison 
du théorème de M. Ilolmgren, c’est la seule expression 
susceptible de les remplir toutes. 

Une telle vérification est donnée dans les travaux que 
nous venons de citer et dans d’autres ouvrages classiques. 
Nous renverrons simplement à ceux-ci en ce qui concerne 
les conditions initiales (€3), pour nous borner à la vérifica- 
tion de l’équation aux dérivées partielles. 

Comme nous l’avons noté précédemment (p. 38, note 2), 
il est indispensable de convenir avec précision de ce que 
l’on doit considérer comme constituant une solution. Dans 
le cas actuel, nous devrons imposer à la fonction cheichée 
d’avoir en général des dérivées des deux premiers 
ordres satisfaisant à l’équation donnée elle-même; mais 
les dérivées secondes pourront éventuellement être affec- 
tées de discontinuités de première espèce sur certaines sur- 
faces particulières. Par contre, comme nous l’avons dit à 
l’endroit cité il y a un instant, la continuité de la fonc- 
tion elle-même et de ses dérivées du premier ordre devra 
avoir lieu sans exception : il est clair, en effet, que les 
conditions de Cauchy (C3) perdraient toute signification si 
leurs premiers membres pouvaient être discontinus pour 
t ~ O ou même sur une certaine surface plus ou moins 
voisine de l’hyperplan en question. 

11 est aisé de voir encore de la manière suivante ce qu’au- 
rait d’arbitraire, de gratuit, le fait d’admettre, dans le pro- 
blème actuel, des discontinuités du premier ordre, c’est-à- 
dire portant sur des dérivées premières. Une première 
solution u' de l’équation étant donnée dans une région R 


(t) Cf. Poincaré, Zoc. cit,; etc. 
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de Tespaoe, soit S une hypersurface non caractéristique 
tracée dans R et qui divise cette région en deux parties 
R' et R". Retenant dans R' la fonction ii, nous pouvons, 
dans R", définir une nouvelle solution u" de Téquation par 
des données de Cauchy relatives à S, savoir des valeurs 
égales, sur S, à celles de u', et des valeurs arbitraires d’une 
de ses dérivées (toutes ces données devant être analytiques 
si S est orientée dans le temps, mais n’étant pas assujetties 
à cetie condition dans le cas contraire). 

On voit, en particulier, par là que si l’on admettait l’exis- 
tence de solutions à discontinuités du premier ordre (telles 
que celle qui est constituée par une fonction égale à u' dans 
R' et à n" dans R'O, rien n’obligerait de pareilles discon- 
tinuités à se propager suivant des caractéristiques, du moins 
en l’absence de spécifications nouvelles. 

Dans les problèmes physiques qui introduisent des dis- 
continuités du premier ordre (ou « ondes de choc »), on est 
le plus souvent obligé de reprendre totalement la mise en 
équation elle-même : c’est, par exemple, ce qui est arrivé à 
Riemann et à Hugoniot à propos des ondes aériennes. Il y 
aurait également lieu d’étudier, avec Love (Proceedings Lon- 
don Math. Soc., série 2, t. I, 1903) le cas où une onde du 
premier ordre est considérée comme limite d’une « quasi- 
onde » au sens de Duhem (Comptes Rendus, t. GXXXV, 1902, 
p. 761), c’est-à-dire d’un mouvement comportant des varia- 
tions non plus instantanées, mais simplement très rapides, 
quoique continues, des dérivées premières. Cette question ne 
sera pas abordée ici; mais il y a lieu d’observer que M. Love, 
en opérant ainsi, trouve que la propagation se fait encore 
nécessairement suivant une caractéristique. La discordance 
de ce résultat avec celui que nous venons de noter montre 
que les deux problèmes ne sont pas équivalents, que les dis- 
continuités obtenues en partant des quasi-ondes considé- 
rées par M. Love et passant à la limite ne sont pas les dis- 
continuités du premier ordre les plus générales que peuvent 
présenter les solutions de l’équation (e^). 

Ayant ainsi à obtenir des solutions continues au premier 
ordre (c’est-à-dire continues ainsi que leurs dérivées 
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premières, nous serons conduits à supposer, dans le« 
données elles-mêmes, des conditions de régularité conve- 
nables. Comme on le verra un peu plus loin, celles que 
nous serons conduits à postuler se réduiront à cette même 
continuité au premier ordre considérée pour I = o, c’est- 
à-dire au minimum de ce que l’on est conduit à supposer 
pour concorder avec les conditions du problème indiquées 
ci-dessus. 


28 bis. Pour commencer, nous supposerons remplies tou- 
tes les conditions de continuité, de quelque ordre qu’elles 
soient, généralement admises dans la démonstration clas- 
sique du résultat que nous avons en vue, de sorte que les 
dérivées premières et secondes des intégrales doubles de 
Poisson pourront s’obtenir par différentiation sous le signe 

yy (nous constaterons, dans un instant, que ces condi- 
tions sont la continuité au premier ordre de chacune des 
fonctions Uo, Uj). ^ 

Considérons, par exemple, le second terme 7— 

= tMmto (wj) de la formule, et cherchons-en d’abord les déri- 
vées par rapport à Xo, t/o, Zo. Elles s’obtiennent en prin- 
cipe par différentiation sous le signe If ou, ce qui revient 
au même, en ce qui regarde la première d’entre elles, par 
exemple, par comparaison entre les éléments homologues 
pris l’un sur une sphère o- de centre (x©, 1/0, Zo), l’autre sur 
la sphère «r', de même rayon et de centre (Xo -h h, 
Voy Zo), c’est-à-dire entre les éléments qui dérivent l’un 
de l’autre par la translation h parallèle à l’axe des x. On 
trouve ainsi évidemment (moyennant notre hypothèse de 
continuité pour Ui) : 

in “ àx, ~ « ••• \dx )' 

On peut différentier de même une seconde fois, si 

ox 

est également supposé continu et, opérant de mêmè pour les 
différentiations par rapport à j/o, Zo, on a : 
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Ce premier calcul est bien connu. Nous nous écarterons, au 
contraire, de la méthode classiquement suivie dans les dif- 
férentiations par rapport à Iq. Celles-ci sont effectuées gé- 
néralement avec Taide d’une transformation d’intégrale de 
surface en intégrale triple, c’est-à-dire moyennant l’intro- 
duction des valeurs de iio, et de leurs dérivées, non seu 
lement sur la surface de la sphère de Poisson, mais dans 
le volume entier de cette sphère. Il pourra nous être utile 
d’éviter la considération de ce volume, ce que l’on fera de 
la manière suivante. 

La dérivée seconde par rapport à to, savoir 




étant également déterminée par différentiation sous le signe 
J' J' < nous donne, pour u = «„I,, 


'dtj 



dn^ 


2üJ 4^ ) sin^ dOd'f, 
dn / 


'dît étant les dérivées normales (extérieures) pre- 

mière et seconde. Mais on a l’identité (^) 


drd 


2 du, ^ ^ 

— — = Awj — cO U , 

u)tn dn 


(D 2 étant le <( second paramètre différentiel de Lamé-Bel- 
trami » sur la sphère 


1 

r ^ 

à 

(s\n9 ^ 


d^u, ] 


L sin 0 

de 

de , 

/ S in- 6^ 

df J 


Or, en raison de l’identité (^) intégrale classique à la- 
quelle satisfait CO 2 et de la régularité supposée de iii, l’inté- 


(1) Voir nos Leçons sur la propagation des ondes, chap. I, 34, p. JiO. 

(2) Voir Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, t. III, n® 674, for- 
mule (18), et nos Leçons sur la propagation des ondes, n® 36, La notation (Q 
est employée ici pour ‘ distinguer les paramètres différentiels sur la sphère 
des paramètres analogues dans l’espace. 
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grale du dornier terme du second membre sur la surface 

dhi 

de la sphère est nulle : ce qui réduit la valeur de à la 

OIq 

valeur précédente de Le second terme toli de l’ex- 

pression (P) de Poisson satisfait donc à l’équation aux déri- 
vées partielles. 

On verrait de meme que la quantité toL = (uo) 

est aussi une solulion de notre équation (ca) et que, par 
conséquent, il en est de même de sa dérivée par rapport 
à to. 

L’expression (P) vérifie donc (ca), du moins tant que les 
fonctions u,,, Ui sont supposées parfaitement régulières. 

29. Voyons maintenant comment cette conclusion sera mo- 
difiée par la présence de discontinuités. 11 sera d’ailleurs 
uniquement question, dans ce qui va suivre, de disconti- 
nuités de première espèce portant sur les fonctions Vq, 
elles-mêmes ou sur leurs dérivées. 

Si iii éprouvait une discontinuité de cette nature au pas- 
sage d’une certaine surface S, l’expression de la dérivée 

devrait être modifiée en conséquence. Supposons, par exem- 
ple, que iii, différent de zéro du côté 1 de S, devienne 
brusquement nul lorsqu’on passe au côté 2. Alors l’inté- 
gration double qui fournit la moyenne M ne devra être 
étendue qu’à une partie de la surface sphérique cr; il y aura, 
dans ces conditions, des éléments de cr qui n’auront pas de 
correspondants sur cr', ou inversement : cette discordance 
portera sur l’aire sphérique comprise entre la ligne i?, inter- 
section de cr avec la surface S, et la ligne (!?') déduite par 
translation de l’intersection de S avec cr'. Elle conduit 

à ajouter à l’expression de une intégrale curviligne 

o^o n 

prise le long de et où figureront, sous le signe / , les 

valeurs de calculées, bien entendu, du côté 1. 

Pareille constatation s’applique aux dérivées premières 
par rapport à i/o, Zo, U. Le cas d’une discontinuité de pre- 
mière espèce quelconque se ramène, d’autre part, évidem- 
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mont, à celui que nous venons de traiter, les intégrales cur- 
vilignes introduites contenant alors, en chaque point de i?, 
la grandeur de la discontinuité correspondante. 

Il y a lieu d’observer qu’une telle discontinuité de iti n’in- 
terrompt pas la continuité de Ii lui-même, même au moment 
où, le point {x, y, z, t) traversant une hypersurface carac- 
téristique C menée par S, o-, d’abord sans point commun 
avec S, lui devient tangente, puis sécante ; la portion de 
la sphère a- comprise dans la région 2 est, en effet, tout 
d’abord infiniment petite dans ces conditions, et il en est 
de même de la portion correspondante de la sphère de 
rayon 1, du moins si le rayon de la sphère o- est fini (il 
n’en est plus ainsi au voisinage de S lui-même et là, il 
est clair que la continuité cesse en même temps que celle 

du Ui). Quant à il serait discontinu, l’intégrale curvi- 

OXq 

ligne corpespondante étant d’emblée différente de zéro {vide 
infra, p. 67, note) quoique prise suivant une ligne 
infiniment petite. 

Si maintenant est continu, mais que ses dérivées pre- 
mières soient discontinues au passage de S, on voit évi- 
demment, de même, que : 

V les dérivées premières de l’intégrale correspondante 
seront continues dans les conditions indiquées en dernier 
lieu (c’est-à-dire au passage de l’onde); 

2® que, par contre, l’expression des dérivées secondes de 
Il devra être modifiée par l’action d’une intégrale curvi- 
ligne prise le long de et portant sur les discontinuités 
en question. 

Si enfin les dérivées secondes de Ui sont seules disconti- 
nues, une telle intégrale curviligne n’interviendra plus et le 
calcul précédent étant certainement valable, le second terme 
de (P) vérifiera bien l’équation aux dérivées partielles. 

On montrera, comme tout à l’heure, qu’il en sera de 
même du premier : car il en sera ainsi pour le produit tolo 
et par conséquent pour sa dérivée par rapport à 4, pourvu 
que les dérivées troisièmes du produit en question existent; 
et c’est ce qui aura toujours lieu, sauf peut-être sur la 
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caractéristique G elle-même, du moment que les’ dérivées 
secondes de Uq existeront et n’auront que des discontinuités 

de première espèce. 

Le fait que l’expression de Poisson vérifie (eg) est donc 
établi en admettant : 

1® la continuité de Uq et de ses dérivées premières, ainsi 
qu’il est naturel, puisque cela revient à la continuité de la 
solution U et de ses dérivées premières en x, y, z, pour 
t — o; 

2*" la continuité de u^, qui est, de même, la dérivée 

ot 

pour t — o; 

3° celle des dérivées de Uj, c’est-à-dire de 

â^u â^u â'^u 
dt dx ’ âtdy * dt dz 

Mais cette dernière hypothèse 3° est plus restrictive que 
celles qu’il est logique de faire, puisque c’est une condition 
de continuité <( au second ordre » (continuité des dérivées 
secondes de u pour t = o). 

Or, cette condition supplémentaire est, en réalité, inutile : 
il n’est besoin, pour démontrer notre double conclusion, 
que de supposer la concordance au premier ordre exprimée 
par les conditions 1^, 2'’. 

En réalité, chacune des quantités GL, toL vérifie l’équa- 
tion aux dérivées partielles quel que soit V ordre de la dis- 
continuité qui est supposée affecter, suivant une surface dé- 
terminée ^{x, y, z) = o, Tune des fonctions (i = o, 1), 
pourvu, bien entendu, que cette discontinuité soit de pre- 
mière espèce tant en ce qui concerne qu’en ce qui con- 
cerne chacune de ses dérivées. 

C’est ce qui résultera des conclusions générales auxquelles 
nous arriverons dans la suite (Livre lY). 

On peut, bien entendu, donner du même fait une vérification 
directe, en calculant les intégrales curvilignes dont il vient 
d’être ({uestion. C’est ce que nous ferons ici, en nous bornant, tou- 
tefois, au cas ou la discontinuité est du premier ordre, et en 
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faisant d’autre part, appel aux notions géométriques exposées 
un peu plus loin (n° 39), et, plus complètement, dans notre 
Cours d* Analyse (^). 

Supposons donc que la fonction Ui(x, y, z) ait deux expres- 
sions différentes des deux côtés de la surface S représentée par 
réquation S(x, y, z) = o, mais sans que les valeurs mêmes de 
U, soient discontinues au passage de cette surface. Par contre, les 

dérivées partielles du premier ordre ... pourront être affec- 

âx 

tées, en cet endroit, de discontinuités de première espèce, dont les 
grandeurs (^) seront désignées par 

[àun r^i 

làx J’ lây T lâz J 

Nous pourrons d’ailleurs, sans diminuer la généralité, supposer, 
comme il y a un instant, que l’une des deux expressions de i/<, 
celle qui convient à la région 2 , est identiquement nulle O, de sorte 
que Ui s’annulera aussi sur S et que les quantités précédentes se- 
ront les valeurs mêmes des dérivées partielles en un point quel- 
conque dans la région 1 , qui sera, pour fixer les idées, la ré- 
gion e {x, y, z) > O. 

L’intégrale I = 1^ ne sera donc à étendre qu’à une partie de la 
surface de la sphère or, celle qui est située dans la région 1. 
Ceci n’entraînera pas de modifications dans l’expression trouvée 
àl J 

pour— — , du moment que est supposé continu; mais elle en 
àx, 

entraînera une pour la valeur de -- — Considérons l’intégrale I 

OXq 

comme une intégrale prise sur la sphère cr^ de rayon 1 qui a 
l’origine pour centre, la correspondance entre les deux sphères 
étant réalisée par homothétie, c’est-à-dire que le point 
(Xq -f- ü)(o sin B cos <p, y^ + sin B sin 9 ?, Zq + cos B) de <r 


(1) Cours d’Analyse, protessé à l’Ecole Polytechnique, Paris, Hermann, 
t. I (1925), no 354, p. 506-507. 

(2) Ces quantités ne sont pas quelconques (voir nos Leçons sur la propa- 
gation des ondes, liv. II) : eiles sont proportionnelles aux quantités a, y 
du texte II se trouve que le calcul aboutit sans utilisation de cette propor- 
tionnalité. 

(3) On peut, en effet, toujours considérer la distribution donnée de va- 
leurs u^ comme la somme de deux autres dont la première serait conti- 
nue dans l’ensemble des régions 1 et 2 (de sorte que la valeur qu’on en dé- 
duirait pour U (x, y, z, t) vérifierait assurément l’équation aux dérivées par- 
tielles) et coïnciderait, dans 2, avec la véritable. Nous n’aurions plus alors 
qu’à raisonner sur la partie restante, laquelle est nulle dans 2. 

HiDAKiRD. 


5 
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sera représenté par le point (sin Q cos çj, sin B sin cos û) de cr^ : 
cette intégrale sera étendue à une région variable de o-^, savoir 
celle qui est limitée par la ligne 

(A) So(^, 3Co, h) 

= S(iCo 4- wio sin B cos sin B ein 9 , 4~ <^s Ô) = 0 . 

ou, abréviativement : 

So(^, y, a^o) — O. 

De ce fait (Cours d' Analyse, loc. cit.), la dérivée de par 

âx, 

rapport au paramètre comprend, outre Tintégrale double 

une intégrale simple lelative à ^st 




L eleraent différentiel-^^ — est calculé comme il sera dit au n° 39 
dx, 

ù raide de l’élément superficiel do-^ = sin BdBdcp : il s’écrit en- 

dN 

core (voir passages cités) — d5o-7-2.,en désignant par ds. l’élé- 

dXo 

ment d’arc de et par dN^ la distance normale entre les deux 
courbes sphériques So(^, x^) = o, So(^, (p, Xq + dx^) = o, 

comptée comme iK)sitive si la seconde d’entre elle est, par rapport 
à la première, du côté de la région 1. A son tour (Cours d’ Analyse, 


loc. cit.), la dérivée 


dXo 


peut se remplacer par le quotient 



Revenons à la sphère o- (compte tenu du rapport de similitude 

ioIq entre celle-ci et o-^) : comme est évidemment égal à 
dS 

a, il vient, pour Tintégrale curviligne, N étant, sur o-, 
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la direction parallèle à Nq, 

1 r âu, ds 

Je “ / rfS \ 

VdN.) 

avec termes analogues à ajouter aux expressions de 

ôn ôn 

ôij- ’ dz" 

Nous désignerons par a, 6, c les cosinus directeurs de la nor- 
male extérieure à la sphère, a =: sin ^ oos çp, h = sin 0 sin cp, 
c — cos 0; par a, y, les cosinus directeurs de la normale à S 
dirigée vers la région 1 et que, moyennant une forme convenable 
donnée à l’équation de la surface, nous pourrons supposer coïn- 
cider avec les dérivées partielles de S; par A, B, C, les (;osinus 
directeurs de N^,, qui sont aussi ceux de la direction correspon- 
dante N tracée sur cr; par l’angle sous lequel se coupent les sur- 
faces S et (T, défini par 

cos ^ = aa -f- -h cy. 

La quantité (positive dans nos hypothèses) est égale à 
sin 

Pareillement, la dérivée première de I par rapport à fo n’est 
pas modifiée : la dérivée seconde comportera, comme terme com- 
plémentaire, l’intégrale cui^viligne 

J ^ dn dn \ dN / 

1 /* d.s’cosî/' / âUf ôui âUi \ 

prise également suivant i?. Si on reporte ces diverses expres- 
sions (‘) dans le premier membre de l’équation aux dérivées 


(1) Le calcul du texte ne serait plus valable au passage de la caracté- 

ristique les dénominateurs — ^ figurent sous les signes J 

étant nuis. Dans ce cas, le mieux est de partir directement de l’expres- 
sion (1), en assimilant l’aire sphérique infiniment petite à une calotte 

sphérique. On trouve ainsi aisément, pour les dérivées - - - " 


les discontinuités 

“ dx 




dUf 

® dn 


’ 
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partielles, ea tenant compte du calcul déjà fait au n® précédent, 
il vient ; 



Mais on a 

a — a cos — A sin p — 6 cos = B siji i/f, 
y — c cùs xjj ~ C sin xj/. 

Le coefficient de ds dans l’intégrale curviligne n’est donc autre 
que et, d’autre part, d’après la formule précédemment invo- 
quée (*), l’intégiale de dans l’aire définie, sur o-, par l’iné- 

/* du- 

galité S > O, n’est plus nulle, mais égale à — / ds. 

J dN 


29 bis. Les autres propriétés que doit encore posséder 
notre solution : — continuité de u et de ses dérivées pre- 
mières, — ont également lieu moyennant les conditions 1° 
et 2® du numéro précédent. L’expression (P) satisfait donc 
à toutes les conditions du problème. 

Or, les hypothèses que nous avons admises ainsi relative- 
ment aux données sont les moins restrictives qu’il y ait lieu 
de faire. Nous nous sommes bornés à supposer, pour t — o, 

la continuité des mêmes quantités u, 4 ^, 4 ^, 4 —. 4 ~ 
^ âx dy âz ât 

qui doivent être continues pour toutes les valeurs de x, t/, 
Z, t. Une discontinuité portant sur l’une d’entre elles impli- 
querait Contradiction avec ce que nous exigeons de la fonis- 
tion u. 


(l) Voir la note 2 du a® précédent, p. 61. 
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11 peut sembler cependant, d’après des remarques précé- 
demment faites, qu’une pareille contradiction ne doit pa» 
constituer un empêchement absolu à la considération de pro- 
blèmes pour lesquels elle peut se présenter. Des hypothèse» 
comportant une contradiction de cette espèce ont été, nous 
l’avons vu (page 38, note 2), souvent étudiées à propos des 
équations du type elliptique. Mais ici le cas est différent. 
Dans le cas hyperbolique, l’influence des singularités des 
données ne peut rester continée h la frontière : elle se pro- 
page nécessairement par ondes (Voir plus loin, n° 31). 
c’est-à-dire tout le long d’une caractéristique ('). 

30. Lâ méthode de descente, — Des difficultés parti- 
culières se présentent déjà quand, au lieu de réquation 
des ondes sphériques, on s’attaque à l’équation (e^) (ondes 
cylindriques). Cependant, pour l’instant, on peut immédia- 
tement déduire la solution du problème relatif à (Ca) de 
la solution correspondante obtenue pour (cg). 

En fait, nous avons vu précédemment que la première 
équation n’est qu’un cas particulier de la seconde. Pour 
l’intégrer, il suffit de supposer que, dans la formule (P), 
les fonctions Uo et Ui sont indépendantes de z. 

On a ainsi un premier exemple do 'ce que nous appel- 
lerons la (( méthode de descente ». 11 peut paraître superflu 
de créer un mot spécial pour une remarque, en somme, 
puérile et qui a été employée dès les premiers stades de la 
théorie C); mais comme nous aurons souvent à la faire 
intervenir, il nous sera commode de disposer d’un terme 
pour la désigner. Elle consiste à remarquer que qui peut 


(1) La preuve rigoureuse de l’impossibilité d’une discontinuité d’un ordre 
déterminé — du premier ordre, par exemple, — présentée par la solution 
U pour t z= o et disparaissant (au lieu de se propager) pour t > o, s’obtient 
aisément en considérant u comme défini par les données de Cauchy rela- 
tives à t = T > O et imaginant que les quantités (x, y, i) = u (x, y, s, o) 

âtt 

et (x, y, z) ~ (x, y, z, o) soient calculées (par une nouvelle appli- 
cation de la formule de Poisson) à l’aide de ces données. 

(2) Parseval, dans le Traité des Différences et des Séries, de Lacroix. 
!*■« édit., p. 515; le Mémoire, de Poisson, cité précédemment, art. 8, V. 
Duhem, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. Il, chap. VIII. 
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le plus peut le moins : si on peut intégrer les équations 
à m variables, on peut en faire autant pour celles où 
n’interviennent que (m — 1) variables. Ici, pour intégrer 
l’équation (ca), on n’a qu’à noter que chaque solution de 
(ca) est une solution de (cs) indépendante de z, et inver- 
sement. 

Ainsi, le problème de Cauchy pour les équations des 
ondes cylindriques 


(A) 


d^u â^u 1 â^u 

'd^ 'dÿ^ ~ U 


Uo(x, y) 


âu 

ôt 


— Uj (x, XJ) 


pour t — O 


est équivalent au même problème pour l’équation des ondes 
sphériques 


(B) 


" Ô‘^u (PxA â^U 1 â^u 

ôx~ âxj“ âz^ (0^ dt' 

u = Uo{x,y) \ 



= 


{x,y) 


pour t — O , 


0 ; 


qui est celui que nous avons déjà considéré [équations 
(ea), (Ca)], sauf que les seconds membres des coxiditions 
initiales ne contiennent pas z. La parfaite équivalence des 
deux problèmes peut se démontrer analytiquement en toute 
rigueur. Que toute solution de (A) vérifie B est chose 
évidente par elle-même. Inversement, une solution de (B) 
doit être indépendante de s : car s’il n’en était pas ainsi 
— soit U = f{x, y, Z, t) — alors u = 9 {x, y, z -h h, Q, 
où h est une constante arbitraire quelconque, serait une 
deuxième solution du même problème, ce qui serait en 
contradiction avec le théorème de Holmgren. La solution 
de (B) doit, par conséquent, être solution de (A). 
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30 bis. Ceci étant posé, nous n’avons plus qu’à prendre 
pour Mo et Ml, dans la formule (P), des fonctions dépendant 
exclusivement de j; et de y. Pour voir ce qu’elle devient 
dans ces conditions, il suffit de nous rappeler qu’une valeur 
moyenne sur une sphère — ou ce qui revient au même ici, 
sur un hémisphère limité par un plan parallèle à celui 
des xy — est exprimée par une intégrale double 


l’intégrale étant étendue à toute la surface de l’hémi- 
sphère. En prenant x Qt y pour variables indépendantes, 
on voit que, ^ étant indépendant de s, le symbole M 
s’exprime par 

( 2 ) 

£iwr 

y dxdy 


1 

M, [f(x,y)] — /»,(?), 






{x — x^) " 

[l’intégrale étant étendue à Faire du cercle 
{x — XaY -i-iy — I/o)" < r"] 
et la formule (P) devient 




(PO w {X,,y,,t,) 


27TiO \_dt 


31. U intervention des ondes. — Notons que ces formules 
(P) et (PO s’accordent avec ce qu’on connaît des ondes 
sonores ou lumineuses (0- 

Dans l’un ou l’autre de ces deux phénomènes, nous 
voyons que, pour calculer la valeur de u en (xoy y a, Zo) h 
l’instant to, il n’est pas nécessaire de connaître les valeurs 
de nos fonctions Mo et Ui (données de Oauchy pour t = o) 
dans tout l’espace, mais seulement à l’intérieur et sur la 
surface d’une sphère ayant O (xq, yo, ^o) comme centre 
et ü>to comme rayon. Les perturbations produites à l’origine 


(1) On verra des raisons a priori pour cela, résultant des conceptions 
d’Hugoniot, dans Hydrodynamique j Elasticité^ Acoustique, t. I, ou dans 
nos Leçons sur la propagation des ondes, en particulier chap. IV, n® 165, 
et chap. VII, n® 290. 
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des temps en des points distants de O de plus de ne 
peuvent pas agir en O avant l’instant to. 

Pour constater l’identité de cette notion d’ondes avec 
celle de caractéristiques, employons notre représentation 
graphique. Pour plus de commodité, considérons l’équa- 
tion (ca), qui nous permet d’avoir directement une figu- 
ration complète avec trois dimensions. Traçons le plan 
i — O et marquons le point d’univers (xo, yo, to). Une 
perturbation quelconque produite au point {x, y) à un cer- 
tain instant t n’agira sur ce point d’univers que si 

{x — -h (y — < O? {t — to)*. 

Si on prend le signe d’égalité, ceci représente la surface 
d’un cône droit circulaire ayant {xo, y a, to) comme sommet 
et comme axe une parallèle à l’axe des t; ou, plus exac^ 
tement (puisque t doit, pour le moment, être pris essen- 
tiellement inférieur à to), la nappe inférieure de ce cône. 
Quant à l’inégalité correspondante, elle signifie que le 
point {x, y, t) doit être intérieur à la nappe conique ainsi 
représentée. Le cercle h l’intérieur duquel les intégrales (2) 
doivent être étendues est la trace d’un tel cône sur le plan 
initial des xy. 

Suivant une heureuse expression que nous a suggérée 
M. de Donder, le cône représenté par l’équation précédente 
joue, dans l’espace-temps à trois dimensions, le rôle d’un 
cornet acoustique, propre à recueillir les seules données 
susceptibles d’influer sur l’état du phénomène au point 
d’univers (xq, yo, to). 

La surface d'un tel cône vérifie la condition 



qui définit les caractéristiques de l’équation des ondes 
cylindriques, conformément à la règle donnée au n® 13 . 

Il n’y a rien d’essentiel à changer à cela (à l’introduction 
près de l’espace à quatre dimensions) si on envisage l’équa- 
tion des ondes sphériques. Il faudra remplacer le cône par 
r « hypercône » (fig. 4) 

(x — Xo)^ H- (y — yo)* “h (^ — 2«)* = ou < u>*(t — to)®, 
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dont la trace sur l’hyperplan t = ti < to est la sphère de 
centre (x©, y^, Zq) et de rayon oi(to — t,). Cet hypercône (^) 
vérifie Féquation aux dérivées partielles du premier ordre 



définissant les caractéristiques de l’équation ( 63 ). 

Plus généralement, si on exprime analytiquement la 
règle physique bien connue d’après laquelle la vitesse nor- 



male de propagation des ondes est égale à w, on trouve 
[G(x, y, Z, t) = O étant le front d’onde] la condition (4). 

La relation entre les solutions de notre problème et les 
ondes est une relation générale, comme il apparaîtra plus 
clairement par la suite. 

32. Ondes rétrogrades* — Remarquons qu’ici, comme on 
le fera le plus souvent dans la suite, nous considérons les 
ondes d’une manière un peu différente de la manière ordi- 


(1) Dans notre n Géométrie descriptive généralisée > 1 , il faudrait le 
représenter comme dans la figure ci-dessus (un cône ordinaire dans 
l’espace des (x, y, t), et dans celui des (x, y, z), une sphère qui est la 
base de l’hypercône). 
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naire, savoir dans le sens rétrograde, en remontant le cours 
du temps. Au lieu de partir du point d’univers (x\ y', z, t') 
ou {x\ y', t') et de considérer quels sont les points succes- 
sifs atteints aux instants qui suivent t', par des ondes 
émises à l’instant t en 0'(x', y\ z') ou (x', y'), nous nous 
donnons le point d’univers final (xq, yo, Zo, to), ou (xq, yo, to), 
et nous cherchons comment on doit choisir le point antérieur 
de manière qu’il soit « juste en onde », c’est-à-dire que 
l’onde émise par ce point d’univers initial atteigne préci- 
sément O (xo, yoy Zq), ou (xo, yo) h l’instant to : le lieu de 
tels points d’univers antérieurs étant une anti-onde tout 
à fait pareille à une onde ordinaire, excepté que sa propa- 
gation se fait suivant les valeurs décroissantes de t, c’est-à- 
dire en renversant le cours du temps. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une onde 
émise en (.x', y', z\ t') passe juste par (xo, yo, ^o, to), est 
que l’anti-onde issue du dernier passe juste par le premier : 
c’est un fait que, dans la suite, nous reconnaîtrons, analy- 
tiquement, comme tout à fait général. 

De telles circonstances, en relation évidente avec le prin- 
cipe du « retour inverse de la lumière », se rencon- 
treront souvent au cours de cet ouvrage. On peut même 

aller un peu plus loin, en 
considérant le cas où deux 
points d’univers (x', y', t') et 
(x, y, i) dans l’espace à 
trois dimensions, par exem- 
ple, sont (( sous onde » l’un 
par rapport à l’autre, c’est-à- 
jdire où l’onde partant de O' 
à l’instant atteint O avant 
l’instant to. Ceci signifie, géo- 
métriquement, que (xo, yo, to) 
est à l’intérieur de la « nappe 
directe » du cône caractéris- 
tique du sommet (x', y', t')^ c’est-à-dire à l’intérieur de la 
nappe tournée vers les t positifs. Il est intéressant de noter 
que, comme cela est maintenant évident, la condition 




ONDES 


75 


nécessaire et suffisante pour cela est que, inversement 
(x\ y', t') soit à il’intérieur de la nappe ((rétrograde » ou 
(( inverse » du cône caractéristique ayant (xq, yo, to) comme 
sommet. Ce fait apparaîtra,, lui aussi, comme tout à fait 
général : nous verrons que la condition dont il s'agit est 
exprimée par une inégalité dont le premier membre est 
symétrique par rapport aux deux points qu’il contient. 

33. La Question du principe de Huygens (')• — Mais, 
quelque simples que soient les résultats précédents, ils 
ont cependant ouvert des discussions scientifiques longues 
et importantes, qui se rapportent à ce qu’on appelle le 
Principe de Huygens. 

En fait, ainsi qu’il arrive souvent, la question discutée 
avait été mal posée. Le principe de Huygens peut être 
pris dans plusieurs sens différents, et il n’avait pas été 
suffisamment distingué entre eux. 

On sait que, dans son ouvrage fondamental sur la 
lumière, le grand savant hollandais étudiait l’action d’une 
perturbation lumineuse produite initialement (t = o) en 
un point donné 0, sur un autre point a. Au lieu de suivre 
strictement son exposé, nous allons, pour plus de clarté, 
le mettre sous forme d’une sorte de syllogisme. 

(A) (Majeure). (( L’action des phénomènes produits à 
l’instant t = o, sur l’état des choses au temps ultérieur 
t = to, s’opère par l’entremise de chaque instant intermé- 
diaire t — t', c’est-à-dire que (en supposant o < t' < to), 
pour trouver ce qui se passe au temps t to, on peut 
déduire de l’état en t ~ o celui qui existera pour l — t', et, 
de ce dernier, l’état cherché à l’instant final t ~ to. » 

(B) (Mineure). (( Si, à l’instant unique t = o — ou moins 
fictivement, pendant un court intervalle e < ^ < o — on 
produit une perturbation lumineuse localisée au voisinage 
immédiat de 0, son effet sera localisé, pour t = f, au 


(1) L’orthographe adoptée ici pour le nom de Huygens est, d’après une 
communication que je dois à l’obligeance de M. A. Dresden, celle qui 
est employée par la Société hollandaise des Sciences, dans sa publication 
des œuvres du Maître. 
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voisinage immédiat de la surface d’une sphère de centre O 
et de rayon M' : c’est-à-dire dans une couche sphérique 
très mince de centre O contenant la sphère précédente. » 

(C) (Conclusion). « Pour calculer l’effet du phénomène 
lumineux initial produit en O au temps t ~ o, on peut le 
remplacer par un système convenable de perturbations se 
produisant en t = t\ distribuées sur la surface de la 
sphère de centre O et de rayon » 

Il est arrivé que différents auteurs ont appelé « Principe 
de Huygens », indifféremment, l’une quelconque de ces 
trois propositions : or, comme on le verra, notre opinion 
sur chacune d’elles doit être complètement différente. 

La proposition (A) est ce que les philosophes (si tant est 
que j’emploie correctement leur langage) appellent une des 
« lois de la pensée » : c’est-à-dire une loi inévitable de la 
raison, que nous ne pouvons, par aucun moyen, concevoir 
comme inexistante, et sans laquelle nous ne pourrions pas 
penser. Si nous découvrons aujourd’hui des inscriptions 
assyriennes, nous ne pouvons pas songer à supposer que, à 
un instant quelconque entre le moment où elles ont été 
tracées et le moment de leur découverte, ces inscriptions 
ont pu cesser d’être, et toute trace de leur existence dis- 
paraître. Par conséquent, (A) doit être considéré comme 
un tj^uisme, ce qui ne veut pas dire qu’il ne puisse pas 
nous intéresser; car le géomètre ne craint pas les truismes : 
la proposition ci-dessus, en particulier, correspond au fait 
que l’intégration des équations aux dérivées partielles 
définit certains groupes d’opérations fonctionnelles; et ceci, 
par exemple, conduit à des identités tout à fait remarqua- 
bles concernant la fonction hypergéométrique, les fonctions 
de Bessel, les fonctions thêta, etc. 

La proposition (C), quoique n’étant pas aussi évidente, 
se montrera comme une propriété générale des équations 
dont nous nous occupons. 

Mais tel n’est nullement le cas pour la proposition (B). 
Nous verrons plus loin qu’elle est une propriété toute spé- 
ciale de certaines équations particulières : en fait, on ne 
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sait pas encore si Téquation des ondes sphériques (et 
d’autres qui n’en sont, au fond, pas distinctes), ne sont pas 
les seules à posséder cette propriété. 

Le cas échéant, nous parlerons de (A) et de (B) comme 
de (( la majeure » et de « la mineure » de Huygens, en les 
distinguant ainsi de la proposition (G). 

34. Cette proposition (G) a été l’objet et le résultat des 
travaux fondamentaux de deux auteurs : Kirchhoff s’en est 
occupé, pour les ondes sphériques, dans son Mémoire clas- 
sique Zur Théorie des Lichtstrahlen (^), et dans ses Leçons 
d’optique; puis M. Volterra l’a démontrée pour les onde® 
cylindriques, en particulier dans les Acta Mathematica, 
vol. XVIII, et, plus récemment, a repris le sujet au cours 
de ses conférences de Stockholm (^). 

La manière dont ces deux auteurs posent la question est 
la suivante, que nous exposerons, toujours pour plus de 
commodité dans la représentation graphique, sur le cas de 
l’équation ( 62 ). Supposons que, initialement, le plan des 
xy soit complètement au repos, et que, plus tard, on lui 
communique certaines impulsions à V intérieur d'une 
courbe fermée <r. Par la suite, ces impulsions se propa- 
geront à l’extérieur de o-, et, avant cela, influenceront les 
points de o- lui-même. Notons les valeurs de u et d’une 

de ses dérivées, — par exemple — ainsi produites 

aux différents points de o- à tous les instants successifs, en 
rappelant que, dans notre mode de représentation, ces 
états successifs de o- seront figurés par des sections succes- 
sives d’un cylindre droit S ayant o* comme base, de telle 
sorte que ce sera ce cylindre qui sera considéré portant 

du 

les valeurs ci-dessus mentionnées de u et de -r-- Les condi- 

dn 

lions demeurent absolument les mêmes pour les ondes 


(1) Sitzungsber. der K. Ak. der Wiss (1882), p. 6M et suiv.; V. aussi 
Beltranii, Hendic. htituto Lombardo, 2® série, vol. XVII; et Duhem : Hydro- 
dynamique, Elasticité, Acoustique, t. I, p. 145-161, etc. 

(2) Leçons sur l’intégration des équations différentielles aux dérivées 
partielles, Upsal, 1906, et Paris, Hermann, 1912. 
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sphériques, à Tintroduction près de l’espace à quatre 
dimensionis, la courbe <r étant remplacée par une surface 
(et, par conséquent, le cylindre remplacé par un hyper- 
cylindre). 

Or, Kirchhoff, pour le deuxième problème, et M. Volterra 
pour le premier, ont obtenu l’expression de w à un instant 
positif quelconque et pour un point quelconque à l’extérieur 
de O-, on fonction des valeurs ci-dessus mentionnées de u 
du 

et de le long du cylindre, ou de l’hypercylindre (en 

langage ordinaire, le long de la courbe ou de la surface o- 
considérées à tous les instants successifs), et ces expres- 
sions sont données par des intégrales définies prises sur S, 
ce qui peut s’interpréter physiquement, dans un quelconque 
des cas précédents, en disant que le mouvement du milieu 
qui entoure o- peut être considéré comme résultant d’impul- 
sions convenablement choisies, issues 5 des instants variés 
des différents points de o-, ce qui est la proposition (C) (^). 

Analytiquement, ce problème de Kirchhoff et de M. Yol- 
terra n’est autre que le problème de Cauchy pour la portion 
d’Univers (qui est l’espace des xyzt, ou des xyt) située à 
Textérieur de S et au-dessus de f = o (c’est-à-dire dans la 
région ^ > o), la variété qui porte les données étant cons- 
tituée par la portion supérieure de S (c’est-à-dire la portion 
de S qui correspond h t> o), et par une portion de l’hyper- 
plan t ~ 0 (portion extérieure à o-), les données sur ce 
dernier étant nulles. 

Par lui-même, ce problème de Cauchy n’appartient pas 
à la classe qui nous intéresse, car il n’est pas ce que nous 
appelons « correctement posé » : sa possibilité, comme on 
peut le voir par les travaux des auteurs précités eux-mêmes, 
est subordonnée à un nombre infini de conditions néces- 
saires. En réalité, pour une frontière d’une telle forme, le 
problème correctement posé serait ce que nous avons 


(1) Du point de vue de l’interprétation physique, les intégrales de 
Kirchhoff nécessitent une transformation, ce qui a été fait par B. Brunhes, 
Travaux et Mémoires des Facultés de Lille, vol. IV, 16® Mémoire (1895). 
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appelé un problème « mixte », qui consiste à donner u et 
— ^par exemple u = pour ^ = o, et w tout seul 

(ou tout seul^ sur la partie précitée de la variété S. 

Mais, en plus de leur intérêt physique, qui est de prou- 
ver la forme (G) du principe de Huygens, et quoique, pour 
parler strictement, les formules de M. Volterra puissent se 
déduire de celles de Kirchhoff par « descente », les méthodes 
de Kirchhoff et de Volterra sont directement applicables au 
cas général du problème de Cauchy pour les deux équa- 
tions correspondantes, et donnent par elles-mêmes la solu- 
tion complète de ce problème pour toutes les formes de 
variétés portant les données. De plus, la solution s’obtient 
par une méthode analytique régulière (au lieu de la mé- 
thode synthétique par laquelle nous avons démontré la 
formule de Poisson), de telle sorte que nous pouvons 
essayer de généraliser de telles méthodes pour d’autres 
types d’équations. 

35. Méthode de Riemann, — En réalité, les résultats de 
Kirchhoff et de M. Volterra n’étaient pas les seuls, ni même 
les premiers de cette sorte ainsi obtenus. Longtemps 
avant la publication du Mémoire de Kirchhoff et l’époque 
des recherches de M. Volterra, il a été donné une première 
solution générale du problème de Cauchy pour une classe 
étendue d’équations : c’est la célèbre méthode de Riemann, 
contenue dans l’ouvrage du grand géomètre Sur la propa- 
gation des ondes aériennes d'amplitude finie Q). Quoique 
donnée d’abord par Riemann pour des équations tout à 
fait spéciales, la méthode, en réalité, convient pour toute 
équation linéaire hyperbolique aux dérivées partielles à 
deux variables. 

Mais le travail de Riemann est resté inconnu pendant 
assez longtemps; c’est seulement après la publication du 


(1) Gôtt. Abhandl., vol. VIII (1860). Œuvres, 8« Mémoire de la 2« édit, 
allemande par Weber et Dedekind; Trad. Laugel, Paris, Gauthier- Villars, 
1898, p. 177-206 (Mémoire traduit par X. Stouff). 
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travail de Kirchhoff que l’attention fut attirée sur lui par 
du Bois-Reymond (*); il a été finalement amené à la con- 
naissance de tous les mathématiciens, sous sa forme la 
plus générale, par les classiques Leçons sur la théorie 
des Surfaces f) de Darboux. 

Depuis ce moment, la méthode de Riemann peut être 
considérée comme universeillement connue et nous n’au- 
rions, en somme, pas besoin de l’exposer; mais ses prin- 
cipes se relient si étroitement à notre objet que nous aurons 
nécessairement à passer par les principales étapes de cette 
méthode, dans les chapitres suivants. 


Cl) Leipzig, 1864, et Tubingen, 1883 (V la note suivante). 

(2) V. plus loin, n® 42. V. aussi Dini, Rendic. Accad, Lincei, t. V 
(1896), et t. VI (1897). 
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36. L’objet de ces Leçons <est de généraliser les méthodes 
de Kirchhoff, de Riemann et, tout spécialement, de M. Vol- 
terra, à toute équation linéaire hyperbolique (normale), h 
un nombre m quelconque de variables indépendantes. 

Examinons comment procèdent les trois auteurs cités. 

On peut considérer qu’ils partent tous de la môme 
formule. En fait, on peut dire qu’il n’y a qu’une seule 
formule (qu’on peut appeler <( formule fondamentale ») 
dans toute la théorie des équations linéaires aux dérivées 
partielles, quel que soit le type auquel elles appartiennent. 
Commençons par écrire cette formule. 

Elle est bien connue dans la théorie du potentiel : c’est 
la formule classique 


/// (vAu - uAv) dx dydz = -JJ'(v 

On sait qu’elle a son origine dans l’identité 


du 

dn 


dv 

dn 


dS. 


du 

âx 


^ ^ âP ÔQ ÔR 

üAw — uAv — + — - ; 

âx ây âz 

âv ^ du àv ^ du 

- w “T—, Q = V -T U , R — V •— 

âx ây ây âz 


dv 

dz 


Le point de départ de la méthode de Riemann, par exem- 
ple, est une formule toute semblable, savoir l’identité 

qui donne, par intégration : 

(F,) // [vB'iu) — u<^{v)] dxdy 

Hadamard. 


/ 


(P d.y — Q dx) , 
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Tintégrale simple du second membre étant prise dans le 
sens direct sur le contour de Taire d’intégration du pre- 
mier membre, et les fonctions w et d étant arbitraires, mais 
à condition d’être régulières. 

Dans ces deux formules, S^(u) signifie, symboliquement, 
un polynôme linéaire donné quelconque en u et ses déri- 
vées par rapport à x, y et xy : 


^(u) = 


_l_ A — 

dxây àx 


âu 


Cu 


P et Q étant, par exemple 0), 


1 / âu àv\ 

it— -hAwu, Q: 

2 \ ây ây 


âu 

âx 


) -h Buv 
âx 


tandis que §(u) désigne le polynôme bien déterminé sui- 
vant, ou « polynôme adjoint » de S* : 

^ (kv) - ^ (B«) + Cv. 

^ âxây âx ây 

La relation entre les deux polynômes adjoints est réci- 
proque : c’est-à-dire que, si on opérait sur §(d) exacte- 
ment comme on Ta fait sur ^(u), pour obtenir son poly- 
nôme adjoint, on le trouverait égal à Naturellement, 
ceci se vérifie immédiatement, mais est aussi une consé- 
quence du fait que le polynôme adjoint peut être consi- 
déré comme défini par l’identité (Fj) (^), qui ne change 
pas quand on échange S* et ^ (si on change, en même 
temps, les signes de P et de Q). 


(1) V. la note suivante. 

(2) n est facile de voir qu’on peut changer P et Q sans altérer le second 
membre de (F^); mais, Qi étant donné, il nV a qu’un seul polynôme 
qui puisse donner notre identité (Fj), ainsi qu’il résulte du Lemme 
fondamental du Calcul des Variations : voir Darboux, Leçons sur la 
Théorie des Surfaces, t. II, Livre IV, chap. V, p. 114 de la 2® édition; 
et Goursat, Cours d' Analyse, t. II, n® 404 , 2® édition. 
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37. On peut écrire une identité analogue pour un poly- 
nôme différentiel linéaire quelconque à un nombre quel- 
conque m de variables indépendantes 


sfw = 2 

i, 


â^u 

dXiâxjc 



âu 

âXi 


-h Cm. 


Si on multiplie par d, de faciles intégrations par parties 
montrent que il’on peut de nouveau (à Taide de A<fc = Aw) 
écrire ridentité 


(5) 


V&*{u) u(^(v) = 


âXj^ 


àx^ 


dx^ \ 


où Ton peut prendre, pour éEm, 



et où §(d) représente le polynôme (^) 


(^,) ^ (A,,.) - 2 ^ 

t, "k i 

qui est dit le polynôme « adjoint » de l’équation 
^(u) = O étant également dite l’adjointe de la proposée (*) 
La relation entre 5* et § est, comme dans le cas précé- 
dent (et pour les mêmes raisons), réciproque. 


38. A partir de (5), on obtient une formule intégrale 
analogue à (Fj). Ceci nécessite quelques notions et défini- 
tions concernant l’espace à m dimensions. Si, dans un tel 
espace, on a une hypersurface quelconque S, définie en 
donnant Xj, Xm en fonction des m — 1 paramètres 

(coordonnées curvilignes) Aj, Aj, les cosinus de 


(1) V. la note précédente. 

(2) L’équation adjointe est, sauf spéciûcation contraire, toujours prise 
sans second membre, même si l’équation donnée en a un. 
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dans lesquelles les seconds membres sont des déterminants 
fonctionnels, dont les signes sont choisis de manière qu’ils 
soient proportionnels aux coefficients du développement 
du déterminant 


âx^ 

àx^ 

àx„ 

àK 

dX, 

âX, 

âXi 

âx^ 

dx„ 

dX,, 

âX., 

àX, 

âx^ 

àx^ 

àXm 

àK-i 

ôXjji~i 

^^m—i 

* 

♦ 

• • • ♦ 


ordonné par rapport aux éléments de la dernière ligne. 
Ces signes doivent donc alterner (cette convention laissant 
encore un signe arbitraire). Pour avoir l’analogie exacte 
avec les cosinus directeurs de l’espace ordinaire, on devra 
choisir ces « cosinus » de manière que la somme de leurs 
carrés soit égale à l’unité, c’est-à-dire que 


cos (n, x.) 


+ .... D* 


formules dans lesquelles le facteur e est égal à ± 1, mais 
est le même pour toutes. 
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L’ « élément de surface » rfS autour du meme point de S 
sera, par définition : 

dS = 4- 1^2^ H“ — “t~ dX^dX^ • ••• dïV„i_^, 

de telle sorte que 

(6) TTjdS — DjdAjdA2 .... dA„t_j, 7:2^8 — D 2 dA^ .... dA„_i, 
» ^mdS — ► D^dAj .... dAyit_j^, 

dans cette formule, il reste un signe arbitraire, lequel 
correspond aux deux sens possibles de la normale. Mais, 
cependant, nous avons pu supprimer le double signe, car 
nous pouvons également produire un changement de ce 
signe arbitraire en changeant Tordre des coordonnées 
curvilignes. 


39. Nous avons défini nos cosinus et notre élément de 
surface pour conserver Tanalogie avec les notions corres- 
pondantes de géométrie ordinaire. Mais le fait est que nous 
aurons toujours à traiter chacun des premiers membres des 
formules (6) comme un tout, de telle sorte qu’on ne chan- 
gera rien en multipliant tous les cosinus par un facteur 
commun, à condition de diviser dS en même temps par le 
même facteur. En particulier, nous nous servirons sou- 
vent d’une autre forme des quantités (6) : c’est celle 
qui correspond au cas où S est donné par l’équation 
G (xi, ...., Xm) = O. Les cosinus de la normale sont alors 


proportionnels aux quantités 


dXi' 


le facteur de proportion- 


dG 


nalité étant la dérivée normale Désignons par dSo la 


quantité 


les quantités (6) deviendront égales (au signe près) à 
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Cet élément superficiel dSa est tel que rfSo . dG repré- 
sente l’élément (cylindrique) de volume entre l’élément dS 
de la surface G = o et un élément correspondant de la 
surface avoisinante G = dG (où dG est une constante infini- 
tésimale) : de sorte que l’on peut pariler de cet élément 

dx dx dx 

dSa comme du « quotient » — - — ^ de l’élément 
d’espace par dG. 

40. Moyennant ces définitions et de cette terminologie, 
l’identité bien connue (« formule de Green ») entre inté- 
grales multiplefs peut s’écrire, pour l’espace à m di- 
mensions : 

<»> 

= S S (^1^1 ^2^2 "t- ^m^m)dS, 

(dT désignant l’élément d’espace dxidx 2 .... dxm). 

Dans cette formule et dans les suivantes, nous repré- 
senterons, en sacrifiant l’exactitude à la clarté, par la 
triple sommation SSS ce que nous devrions désigner 
par m signes d’intégration, savoir une intégrale m^pie 
étendue à une certaine portion de notre espace; par un 
double SS. une intégrale (m — l)upie étendue à une 
hypersurfaoe de notre espace; par S> si besoin est, une 
intégrale (m — 2)«pi® relative à une arête : en d’autres 
termes, la notation sera la même que si l’on avait m = 3. 
Une intégrale relati/e à une arête se distinguera d’une 
intégraile prise le long d'une ligne par le fait que cette 

dernière s’écrira avec un signe J" ordinaire. 

Dans la formule (g), l’intégrale SSS est étendue à une 
certaine portion (limitée) T de l’espace à m dimensions, et 
l’intégrale du second membre à la surface S limite de T. 
On désigne par n le sens interne de la normale à S [les 
signes des formules (6) étant choisis en conséquence] . 
Comme on l’a vu précédemment, on peut remplacer res- 
pectivement cos (n, Xi)y cos (n, Xa), ...., cos (n, Xm) par 
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(^G <?G 

•••• » a condition de remplacer en meme 

temps dS par dSo (avec l’hypothèse que G est croissant vers 
l’intérieur de T). 

Appliquons ceci à l’identité (5) : avec les expressions (5') 
pour les le facteur de dS sous le signe SSi dans le 
second membre de (g), deviendra 


'2 

i, k 


du 


dt) 

d»* 


— K 

i.k 

2 1 du dA Vl 1 du dA 


A étant la forme caractéristique définie ci-dessus, et les n 
désignant indifféremment les cosinus de la normale 
(interne) de S, ou les quantités proportionnelles 

dXi ’ dXa ’ ■ ’ ’ dxj 

si, dans le second cas, on remplace dS par dSo. 

Nous introduirons ici, avec M. d’Adhémar (^), une direc- 
tion particulière dépendant du plan tangent à S en un point 
quelconque M. Posons 


1 ôA ^ 1 dA 

2 2 dTTj 


d^m 

1 dA 

2 ârr^ 


= dv: 


les dénominateurs (qui ne peuvent pas être nuis simul- 
tanément, puisque le discriminant de A est supposé diffé- 
rent de zéro) seront proportionnels aux cosinus directeurs 
d’une certaine direction que nous appellerons la trans- 
versale (^) à S en M. Une interprétation géométrique très 


(1) C. R. Ac. Sc., 11 lévrier 1901, 

(2) Noue adoptons cette locution (au lieu du. mot « conormale », dont 
noue nous étions d'abord servis, en accord avec son promoteur), car elle 
se présente, avec la même signification et la même construction, dans des 
questions de Calcul des Variations étroitement liées à celles-ci. 
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simpk a été donnée de cette définition par M. Coulon (^), 
qui la relie au cône caractéristique (n° 13) en M, c’est-à- 
dire au cône qui a M pour sommet et A (yi, y 2 , ym) = o 

comme équation tangentielle. La transversale est alors le 
diamètre conjugué du plan tangent à S par rapport à 
ce cône caractéristique, deux directions étant généralement 
dites transversales l’une à l’autre si elles sont conjuguées 
par rapport à ce cône. 

Cette interprétation de M. Coulon demande, notons-le, 
à être complétée : car il y a lieu de caractériser géomé- 
triquement, non seulement la direction, mais aussi la gran- 
deur du segment élémentaire dv. C’est un point dont nous 
traiterons un peu plus loin (nos 60-61). 

Pour l’équation des potentiels Au = 0 , le cône 
caractéristique est le cône isotrope, de telle sorte que 
(( transversale » est synonyme de normale. 

On voit immédiatement que la direction transversale 
n’est dans le plan tangent que quand ce dernier est carac- 
téristique [Il est du même côté du plan tangent que la 
normale correspondante, dans le cas et dans le seul cas 
où A(?r,, ;r 2 , ...., > 0 ]. 

Au moyen de cette nouvelle notion, on arrive à la forme 
finale de la formule fondamentale : 

(F) SSS - u§M]dT 

— — SS (v U H- 1jUv \ dS, 

\ dv dv / 

L désignant la quantité 
(7) L = 

i 

De même, dans le cas de deux variables (n® 36), l’inté- 
grale simple 

SS (^v ^ — U -I- Liiv^ dS 



(1) Thèse, Paris (1902), p. 34. 
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sera ceMe qui figure au second membre de (Fi), c’est-à-dire . 

- Qd. 

— 4" f ^ "4^^ ^ dx -i- U V (Ady — Bdx) , 

Z \ ox ox j 

V étant tel que 

dx dx dy dy 

dv ds dv ds 

une telle direction v sera symétrique de la tangente à la 
ligne d’intégration par rapport à des parallèles aux axes 
(ce qui concorde avec notre construction générale de la 
transversale, puisque le conoïde caractéristique se réduit à 
deux droites, x = const., y = const.). 

Remarque. — La for mute de Green (g) suppose la conti- 
nuité des fonctions qui y figurent et qui sont, en l’espèce, 
les quantités (5')- Celles-ci contenant (outre les coefficients 
de l’équation et leurs dérivées) les dérivées premières 
de U et de v, on voit que pour la validité de la formule (F), 
les fonctions u, u et leurs dérivées du premier ordre doivent 
être continues dans le domaine d’intégration. C’est la con- 
dition que nous avions déjà été conduits, à un autre point 
de vue, à exiger de nos solutions au n** 28. 

40 bis. Adjointe invariantive, — La forme que nous venons 
de donner au calcul suffit dans un grand nombre d’applica- 
tions. Elle offre cependant le grave défaut de ne pas être 
invariante vis-à-vis d’une transformation ponctuelle effec- 
tuée sur les variables indépendantes. On peut, moyennant 
une légère complication, remédier à cet inconvénient. 

Le seul élément non invariant introduit dans le calcul 
qui précède n’est autre que l’élément d’intégration 
dxi dx 2 .... dxmy lequel, comme on le sait, lorsqu’on intro- 
duit d’autres variables x' fonctions des premières, n’est pas 
égal à l’élément analogue dxi dx/ .... dx'm, mais en 
diffère par un facteur égal au jacobien de la transformation. 
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Dès lors, comme dans toutes les autres circonstances où l’on 
a en vue des calculs satisfaisant à la condition d’inva- 
riance, il convient de considérer comme « élément de 
volume », non plus la quantité précédente dxi .... dxm, 
mais le produit 

dT = pdXi dx^ .... dXm 


de cette quantité par le facteur 

^=7ik 


où A est le discriminant de la forme caractéristique : ce fac- 
teur P est, en effet, dans une transformation ponctuelle effec- 
tuée sur les X, multiplié par l’inverse du jacobien, de 
sorte que le produit dT reste invariant. 

Nous sommes conduits à modifier les formules du n® 37 
de manière à mettre en évidence ce nouvel élément de 
volume (ou élément de volume riemannien, par opposi- 
tion avec l’ancien élément cHÜ = dx^ dxz . .. dxm, qu’on 
peut appeler élément de volume « euclidien ») (0. Au 
contraire, la formule de Green (g) reste telle que nous 
l’avons écrite au numéro précédent, de sorte que le fac- 
teur P devra être joint au premier membre de l’équation (5) 
(n° 37) : introduisant une nouvelle fonction arbitraire v 
et un nouveau polynôme différentiel nous devrons 

déterminer ce dernier de manière que l’on ait (^) 


(5) 


P I (u) 



dXi âxm 


Point n’est besoin, pour cela, de recommencer le calcul : 
il est clair qu’on passera de (5) à (5) en liant l’inconnue 
V à V par la relation : 

pv := V 


(1) Voir l’Appendice 1 à la fin du volume. 

(â) L’emploi des indices supérieurs au second membre a lieu en confor- 
mité avec les principes du Calcul différentiel absolu. Ces principes eodge- 
raient que la même notation soit appliquée aux variables x elleMiêmes : 
c’est ce que nous ferons lorsque noue repreudrone la question dans T Appen- 
dice ci-dessus mentionné (Note précédente). 
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et, sous le bénéfice de cette relation, définissant § (î5) par 
la formule 

Ç(v) =l§(v) = l g(pë). 
soit., finalement : 

(§) = 

- 7SI: 

La même transformation étant opérée dans les quantité® 
celles-ci donneront : 


(50 2 è “ “ 2 ^ • 

et nous serons conduits à remplacer la formule (F) par 

(F) SSS |^t;3*(u) — w^(t)) J pdx^dx^.,.dx^ 

= SS />ds (7 ^ ^ 4- r«7y 



Remarque. — Les quantités îr,dS qui figurent dans les cal- 
culs précédents ou, plutôt encore, leurs produits par le fac- 
teur P, possèdent, du moins dans leur ensemble, le caractère 
invariantif qui s’impose au point de vue où nous nous 
plaçons dans le présent numéro. Elles se présentent comme 
les composantes d’une certaine quantité vectorielle, laquelle 
n’est pas toutefois de môme espèce que les vecteurs au sens 
le plus classique du mot, mais bien d’espèce corrélative. 
Nous renvoyons, sur ce point, à notre Appendice I. 
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41 . La formule (F) est, nous iFavons dit, la base de toute 
recherche concernant les équations linéaires aux dérivées 
partielles du second ordre, et en particulier des recherches 
citées précédemment Q). Nous désignerons généralement 
pax U la fonction inconnue du problème; v est une fonction 
auxiliaire arbitraire, et c’est précisément dans le choix de 
cette dernière qu’apparaît l’habileté du calculateur. On 
la choisit généralement de manière à satisfaire à 'l’équation 
adjointe C) : 

=0, 

Dans la théorie ordinaire du potentiel, v est simplement 
le potentiel élémentaire : 

1 

r ■” ^(x — XoP -t- (y — î/o)" + U — 

1 

si m = 3, — ou log — si m — 2, — ou aussi une des 

quantités (fonctions de Green) déduites du potentiel élé- 
mentaire par addition de certains termes qui restent régu- 
liers pour r — O. Ce potentiel élémentaire — dont l’intro- 
duction est commandée par les raisons mathématiques et 
même physiques les plus évidentes — doit le rôle qu’il 
joue dans la théorie (ce qu’on voit immédiatement h l’ins- 
pection des formules) uniquement à sa singularité pour 
r = O, pour laquelle il devient infini. On notera immédia- 
tement que cette singularité se présente non seulement 
pour un seul point réel (x — Xo, y ~ Vo, ^ ~ ^o), mais 
aussi sur toute une surface imaginaire, savoir le cône iso- 
trope ayant (Xo, yo, Zo) comme sommet, et qui coïncide 
(en accord avec un théorème général que nous établirons 
bientôt) avec le cône caractéristique correspondant défini 
précédemment. 


(1) Kirchhofî ne forme pas directement l’intégrale quadruple portant 
sur le premier membre de (5) dans le problème des ondes sphériques; 
mais il effectue successivement une intégration triple et une intégration 
simple, ce qui est équivalent. 

(2) On rappelle la convention faite au n^ 37 (note 2). 
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42. Méthode de Riemâun, — Si on envisage maintenant 
la méthode de Rieinann pour l’intégration des équations 
hyperboliques à deux variables 


(e) 


i^(u) 


dxây 


A 


âu 

âx 


âu 

ày 


-4- Cm — /, 


il semble, au premier abord, que la quantité introduite par 
Riemann dans la formule fondamentale soit d’un tout autre 
caractère que le potentiel élémentaire. Le moment est venu 
de résumer brièvement cette méthode, au sujet de laquelle 
le lecteur peut se reporter aux Leçons déjà citées de 
Darboux (^). 

Soient les données de Cauchy portées par un arc de 
courbe plane S, que nous supposerons couper une caracté- 
ristique quelconque (c’est-à-dire une parallèle à l’axe des x 
ou à l’axe des y) en un seul point. Pour déterminer la 
valeur de l’inconnue u en un point donné a{xo, j/o), 
Riemann applique la formule fondamentale 


[t? 5 ^(m) — M (c) J dx dy ~ J Ÿ dy — Q dx 

à l’intérieur d’un domaine triangulaire T (fig. 6 ou 6 his, 
p. 94) délimité par un arc up de S et les segments aa, aP 
des deux caractéristiques menées par a (qui coupent S 
en a et P), aa étant parallèle à Taxe des x. On désigne 
par U la fonction inconnue. 

On prend alors, avec Riemann, pour u, une quantité (*) 
— qui est une fonction de x, y, mais dépend aussi de la 
position de a, de -sorte qu’on doit l’écrire V (x, y; Xq, y^) — 
satisfaisant (en x, y, pour a;«, y^ constants) à l’équation 



(1) T. Il, Livre IV, no“ 357-359, p. 71-81 de la 2“e édition. Voir aussi nos 
Leçons sur la propagation des ondes, chap. IV, p. 153 à 166; Coursât, Cours 
d' Analyse, t. III, chap. XXVI, p. 146 à 152 de la 2“® édition; Picard, 
Leçons sur quelques types simples d’équations aux dérivées partielles; 
17® Leçon, p. 147 et suivantes; notre Cours d’ Analyse, t. II, n®" 346-348, 
p. 472-478. 

(2) Quant à l’existence de cette quantité, voir Darboux (loc. cit., n®* 364, 
365, p. 96 à 190) et ci-dessous, n®* 51 et suivants. 
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adjointe (^) § (v) == o, et définie, de plus, pai‘ les conditions 
supplémentaires : 


V = 


f\dy 


pour X = 


V 


r 


Bdx 


pour y 


Vof 


(ce qui donne, en particulier, V = i pour x ~ Xo, y = yo); 
on voit immédiatement que les deux intégrales J Vdy -Qdx 




le long des deux segments rectilignes aa, a/3, savoir [si, 
sur S, y est une fonction décroissante (^) de x] : 

(où Xi, yo sont les coordonnées de a, et x©, î /2 les coordon- 


(1) V. la note du n® 41. 

(2) Quand y est, sur S, une fonction décroissante de x (fig. 6), les deux 
segments aa, afi sont ou tous deux parallèles aux directions positives, 
ou tous deux aux directions négatives des axes, et ayS est le sens direct 
sur le contour de T, comme il est supposé dans la formule (Fj); si, au 
contraire, x et y croissent simultanément sur S (fig. 6 his), le sens 
est le sens rétrograde, et on doit changer le signe d’un des membres 
de (Fj). On peut donner une formule unique convenant h tous les cas 
en se servant de la notation de Méray pour les intégrales multiples. 
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nées de P) se réduisent respectivement à | (uV) a — i 
et ^ {uV)fi — de telle sorte que, § (V) devenant nul 
et (u) étant égal à /, on trouve : 

= Y T + X 

Ainsi qu’il est nécessaire, ceci donne la valeur de u en 
fonction de quantités qui sont supposées connues, savoir les 
données de Cauchy sur S : en particulier, v est la direction 
transversale, située comme il est dit au n® 40. 

Si la courbe était ascendante (c’est-à-dire y croissant 
avec x), il faudrait changer le signe de l’intégrale double (^). 

La fonction V de Riemann est, comme on le voit, de 
même que le potentiel élémentaire, une fonction des coor- 
données de deux points. La propriété de symétrie se géné- 
ralise également au cas présent par la propriété à' échange C) 
suivante : la quantité V ne change pas quand on échange 
simultanément x, y avec Xo, i/o l^ polynôme avec son 
adjoint ^ [ceci donne une symétrie en (a;, y) et (xo, ÿo), 
si ^ est identique à son adjoint, comme c’est le cas pour Au] . 

Mais il apparaît immédiatement que la quantité V ainsi 
introduite dans les calculs n’a, a priori^ pas de singularité 
en a : en fait, c’est une fonction holomorphe, ou en tout 
cas parfaitement régulière , des variables dont elles dépend, 
quand les coefficients de l’équation le sont eux-mêmes (®). 

â^u 

Par exemple, pour l’équation 4 - Au — o (A constant) 

(V. plus Ipin n° 69 et Livre lY),. V est égal à 

Jo [ v'A (x — Xo) (y — ^o)] , où Jo est la transcendante entière 
classique de Bessel. 

Cependant, on verra bientôt que la fonction de Riemann 
dérive très directement de notre solution élémentaire. 

(1) V. la note précédente (p. 94). 

(2) Darboux, loc. cit., n^ 359, p. 81; Goursat, loc. cit. 

(3) La discontinuité se présente néanmoins par le lait que l’intégration 

est étendue au domaine limité par les deux caractéristiques issues de 
(^ 0 » revient au même que de faire v égal à o en dehors de 

ce domaine et, par conséquent, discontinu le long des limites du domaine. 
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43. Le cas est encore différent pour les expressions 
introduites par Kirchhoff et M. Volterra. Le premier 
d’entre eux emploie l’expression 
1 

( 8 ) 7 ^ 


où on a toujours r ~ {y — y^T + (2 — Zo)^, 

et où F est une fonction arbitraire quelconque d’une varia- 
ble. Une telle quantité est singulière pour r == o, savoir 
^ — ^ 0 , 1 / — î/o, 2 = So : ce qui signifie, en langage ordi- 
naire (pour l’espace habituel), correspond à un point unique, 
mais qui, dans notre conception actuelle de 1’ <( univers », 
comprend toute une ligne, étant donné que t peut prendre 
toutes les valeurs possibles. 

De même, la quantité employée par M. Volterra (du 
moins pour le problème que nous traitons ici) est : 


( 8 ') 


V “ log 


(t — tp) -h (^ — ^ 0 )^ — 

r 


qui a deux espèces de singularités dans le domaine réel : 

la surface (t — t^y — r* ==* o, c’est-ù-dire le cône carac- 
téristique de sommet (Xq, i/o, h), ce qui est absolument 
analogue au cas du potentiel élémentaire; 2° la ligne r — 0 
(c’est-à-dire x — y = 1/0, t arbitraire). 

En conséquence de la présence de cette dernière singu- 
larité, ni la méthode de Kirchhoff, ni celle de M. Volterra 
ne donnent directement la valeur de l’inconnue u au point 
choisi, mais seulement l’intégrale de u le long d’un certain 
segment de ligne y) r = o : on en déduit ensuite aisément 
la valeur de u lui-même (par exemple en différentiant, 
comme dans le Mémoire de M. Volterra). 


(l) Naturellement, dans notre espace à trois dimensions [pour (e,,)], ou 
à quatre dimensions [pour (e^)], le point r = o décrit une digne droite, en 
raison de la variabilité de t. Quand on applique la formule fondamentale, 
cette ligne eniièrc (et non pas simplement un seul point) doit être séparée 
du cdiamp d’intégration par un cylindre (ou un hypcrcylindro) dont elle 
est Taxe. L’intégrale simple mentionnée dans le texte provient des 
intégrales 8S étendues à la surface de ce cylindre, lorsqu'on en fait 
tendre le rayon vim-s zéro. 
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11 en est de même pour la généralisation que M. Tedone (^) 
a donnée de ces résultats à l'équation 

à^u d'^u d^u â^u 

^ 

laquelle se comporte tout à fait de la même manière que 
les équations précédentes (ci) et (es) ou que l'équation (Ca), 
suivant que m est pair ou impair. M. Tedone, lui non plus, 
n’arrive pas directement à la valeur de u, mais à une 
intégrale telle que 

J^‘° (to — 0"“’ «(«) dt 

(t désignant la variable Xm) qu’il faut différentiel' (m — 2) 
fois par rapport à to. 


44. Le caractère indirect de cette méthode ne serait qu’un 
inconvénient secondaire, mais il en implique un autre 
beaucoup plus sérieux, qui est que l’origine — au moins 
l’origine analytique — des expressions (8) et (8') n’apparaît 
pas. La fonction de Kirchhoff est suggérée par des considé- 
rations physiques; mais celle de M. Volterra doit être for- 
mée a 'priori; et ceci a été précisément l’une des plus 
grandes difficultés surmontées par le grand géomètre italien. 

Cette difficulté se présentera à un bien plus haut degré 
si on essaye de généraliser les méthodes précédentes de 
manière à pouvoir les appliquer h d’autres équations que 
(ca) et (ca). On n’aura plus ici de guide, ou du moins de 
guide sûr, pour la construction des expressions corres- 
pondant à (8) et (80. 

Tel fut précisément le cas pour les deux géomètres, 
MM. Coulon et d’Adhémar, qui ont entrepris d’étendre la 
méthode à des équations telles que 


d^u â^u 

âx^ dy^ 



(1) Ànnali di Uatematica, 3* série, t. I (1898), p. 1. 

Hadamard. 7 
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(équations d-es ondes sphériques ou cylindriques amorties) 
ou à des équations à coefficients variables. Les formules 
qu’ils ont obtenues n’étaient aucunement les équivalents de 
celles de Kirchhoff ou de Volterra; pour obtenir la valeur 
désirée de u, ils avaient à faire non pas des différentiations 
simples, mais des résolutions d’équations intégrales plus 
ou moins compliquées, exigeant tout un nouveau calcul 
d’approximations successives. La raison en est évidemment 
que les quantités auxiliaires qu’ils ont introduites n’étaient 
pas exactement les analogues de (8) et (8') (ces analogues 
existent, mais ne peuvent pas être découvertes sans un fil 
conducteur approprié, ainsi qu’il découlera de nos consi- 
dérations ultérieures). 

45. On verra mieux encore pourquoi ces méthodes de 
Kirchhoff et de Volterra ne sont pas susceptibles de géné- 
ralisation directe, si on examine dans quelle mesure la 
ligne singulière précitée r = o est liée à l’équation elle- 
même. Les deux auteurs auraient évidemment vu que cette 
connexion était lointaine, si, à l’époque où ils ont composé 
leurs travaux, la Science avait été en possession de nos 
idées actuelles sur la Relativité. On sait maintenant qu’il 
n’y a j)as de sens défini (ou, si on préfère, qu’il y a une 
infinité de sens) à parler d’un point fixe de l’espace consi- 
déré à des instants successifs, qu’il existe (comme on le 
savait môme auparavant) une infinité de transformations 
linéaires en x, y, z, t (ou x, y, t) — formant le « groupe 
de Lorentz » — qui laissent notre équation aux dérivées 
partielles invariante, et que de telles transformations ne 
changent pas le cône caractéristique, mais peuvent trans- 
former la droite r = o en n’importe quelle autre droite 
menée par le sommet et à l’intérieur du cône caracté- 
ristique. Il est donc clair que cette ligne r — o n’a aucun 
rôle spécial à jouer dans nos calculs. 

Dans la suite, on verra que tous les résultats de la théorie 
peuvent et doivent se déduire de la seule solution élé- 
mentaire. 



CHAPITRE III 


LA SOLUTION ÉLÉMENTAIRE 


I. — Remarques générales. 


46. Il nous faut, naturellement, définir maintenant ce 
qu’est la solution élémentaire, et la construire. La première 
extension du potentiel élémentaire à d’autres équations que 
celles de Laplace est due à M. Picard (^). Il considère l’équa- 
tion à deux variables indépendantes : 


d^u 


d^u 

ày^ 


-f- Cu = O, 


G étant une fonction donnée de a: et de i/, et démontre que, 
en désignant par (xq, yo) un point donné quelconque, 
qu’on peut appeler le pôle, et par r la quantité 
r = ^{x — Xoy (y — yoY, cette équation admet une 
solution de la forme 

(9) ^ log ~ -h w, 

r 


^ et w étant des fonctions convenablement choisies de 
X, y (ainsi que de Xo, yo) qui sont régulières dans le voisi- 
nage de X = Xq, y = yo. Naturellement, w est, dans une 
certaine mesure, arbitraire, car on peut lui ajouter n’im- 
porte quelle solution régulière de l’équation donnée. 


(1) Comptes Rendus Ac. Sc., 6 avril 1891 et 5 juin 1900. Un résultat 
équivalent a été obtenu par M. Sommerfeld, Encycl. der Math. Wiss., II, 
7 c, 1900. 
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Ce résultat fut étendu un peu plus tard, par MM. Hilbert 
et lïedrick (^) et par nous-inême (^) indépendamment, à 
l’équation plus générale : 


( 1 . 0 ) 


â^u 


â^u 

w 


du 

dx 


du 

dy 


4- Cti 


La méthode employée dans ce cas suppose cependant que 
les coefficients A, B, G, fonctions de x, y, sont analytiques, 
ce qui n’était pas nécessaire dans la démonstration de 
M. Picard. 

Elle nous conduit à répondre à une question qui s’était 
présentée auparavant, savoir la relation entre la fonction 
de Riemann et la solution élémentaire. 

Il est évident que, si nous restons dans le cas analytique, 
il n’existe pas de différence essentielle entre l’équation (10) 
et l’équation hyperbolique de Laplace 


(e) 


^ (u) ~ 


d^u ^àu 

dxdy dx 


du 

ày 


Cu 


(A, B, C, étant encore des fonctions de x et de y), que l’on 
déduit évidemment de la première par le changement 
de X -h iy, x — iy en x, y. Comme ceci change 
r* = (x — (y — VoY (x — Xo) (y — yo), on doit 

trouver, pour (e), une solution de la forme 

qx log [(x — ^x„)(i/ — ?/o)] + 


Il suffit, pour cela, qu’en substituant le premier terme 
dans (e), le résultat soit une fonction régulière 

[01 log (x — Xo) (y — î/o)] — 

car, s’il en est ainsi, on aura seulement à prendre, pour w, 
une solution régulière quelconque de l’équation 

^ (w) =— JTl. 


(1) Hilbert, Leçons de Gôttingue, 1901 (inédit); Hedrick. Uber den 
analytischen Character der Lôsungen von Differentialgleichungen (Diss., 
Gôttingue, 1901). 

(2) Deuxième Congrès international des Mathématiciens, Paris, 1901; 
Notice scientifique, Paris, Hermann, 1901. 
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Or, on a : 

Sî{ailog |^(a; - x„) (y - y„)] J =: ^(^t) log [^(x - x„) (y - y„) j 
+ + 


1 / dU 
X — Xo \ dy 


1 / âU 
y — y 0 \àx 


Bai . 


Ceoi s^ra uno fonction régulière de a:, y, au voisinage de 
chacune des lignes x ~ Xq, y = yo, si : 

1® Le terme logarithmique s’annule, de telle sorte que 01 
lui-même est solution de (e); 

2° Les numérateurs des deux fractions s’annulent en 
même temps que les dénominateurs, de sorte que : 


dU 

ây 


-h AOL — O 


dOl 

âx 


H- BOl = O 


(pour X = Xq) 
(pour y = î/o) 


Mais ces conditions (jointes à 01 — 1 pour x ~ Xo, y = i/o) 
sont précisément celles qui déterminent la fonction de 
Riemann dont nous avons déjà parlé (sauf que nous avons 
écrit S* au lieu (^) de son polynôme adjoint 

Ainsi on voit que la fonciion de Riemann coïncide avec 
le coelficient du terme logarithmique dans la solution 
élémentaire de V équation, de telle sorte que, quoique 
régulier, il est en relation directe avec la quantité loga- 
rithmique (9), ce qui est un cas particulier de relations 
générales auxquelles conduira notre analyse ultérieure. 


47. Des extensions de la solution élémentaire à m > 2 
ont été successivement données dans un mémoire fon- 
damental de Fredholm (^) pour ües équations d’ordre 


(1) Il est évident que ces conditions ne sont pas seulement suffisantes, 
mais nécessaires : voir nos Leçons sur la propagation des ondes, chap. VII, 
no 344. 

(2) Une telle permutation est équivalente à celle de æ, y avec x^, y^, à 
cause de la propriété d’échange (V. plus haut, n® 44). 

(3) i4c(o Mathematica, t. XXIII; 1900, p. 1-42. Les recherches de 
Fredholm ont été, plus récemment, étendues par MM. Zeilon {Arkiv fôr 
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quelconque analogues à (ca) et par M. Holmgren 0). 
Toutefois même dans les travaux de ce dernier, Textension 
n’est pas complète, car il suppose que le coefficient des 
termes du second ordre sont constants, ce qui peut s’obte- 
nir par une transformation ponctuelle si m = 2, mais ne 
le peut pas (*) en général pour m > 2. 

Nous allons construire la solution élémentaire pour 
l’équation linéajire du second ordre (analytique et non-para- 
bolique) la plus générale. 


48. Le conoîde caractéristique. — Comme on l’a déjà 
vu par le cas du potentiel élémentaire, la solution élémen- 
taire doit être singulière non seulement en un point — le 
pôle — mais aussi le long d’une certaine surface (réelle 
ou imaginaire). 

On voit ce que doit être cette surface grâce à un théo- 
rème important de MM. Le Roux et Delassus (^), savoir, 
toute surface singulière d'une solution d'une équation 
linéaire aux dérivées partielles (^) (les coefficients étant 
réguliers) doit être caractéristique. Une surface singulière 
doit par conséquent satisfaire à l’équation différentielle du 
premier ordre 


(A) 


A 


ÔG âCi 
âx^ ' dx^ 




= O, 


Mat., Astr. och Phys., t. VI, 1911; Acta Soc. Scient. Vpsaliensis, (4) 
V. n®» 3-4, 1919-1921) et Herglotz {Leipz. Ber., l. LXXVIII, 1926, p. 43-73 
et 287-318). 

(1) Arkiv for Mathematik, Astr. och Phys., t. I, 1904, p. 209. 

(2) La possibilité d’une telle réduction dépend, comme on le verra, de 
la possibilité d’une représentation conforme d’un. certain élément linéeùre 
sur le ds^ euclidien, de sorte que les conditions en sont données par 
les recherches de M. Cotton (Thèse, Paris, 1899, chap. II, n®» 15-17). 

(3) Le Roux, Thèse, Paris, 1895; Delassus, Ann. Scient. Ec. Norm. Sup., 
3® série, t. XIII (1896), p. 35. 

(4) Une hypothèse est faite sur la nature de la singularité, savoir que 
la partie principale de la solution u est ÜF(G), ü étant régulier, et F tel 

(G) F' G) 

qye " ut ‘rrTTTT infinis pour G = o, condition qui est vérifiée 
F (G) F (G) 


dans tous les cas usuels, en particulier pour F (G) = Gp et F (G) =: log G 
(seuls cas dont nous aurons à faire usage). M. Le Roux [Journal de Math., 
(5), IV, 1898, p. 402], donne une autre démonstration, indépendante do 
l’hypothèse précédente. 



SOLUTIONS A SINGULARITÉ ALGÉBRIQUE 103 

précédemment écrite. Parmi les solutioiiiS de cette équation, 
celle qui a été spécialement considérée par Darboux (^) aura 
le principal rôle dans nos considérations présentes : c’est 
celle qui a un point donné 

flm) 

comme point conique (son cône tangent étant le cône carac- 
téristique défini ci-dessus) et que nous appellerons le 
conoïde caractéristique. Elle coïncide avec le cône carac- 
téristique quand les coefficients de Téquation (ou au moins 
les coefficients des termes du second ordre) sont constants; 
dans le cas général, c’est une sorte de cône à génératrices 
courbes, dont la construction, bien connue depuis le Mé- 
moire de Darboux, sera rappelée ci-dessous, et même sous 
une forme quelque peu plus précise, puisqu’on écrira son 
équation. 


n. — Solutions à singularité algébrique. 

49, Examinons d’abord le cas d’une surface sans point 
singulier (le résultat de cet examen peut aussi s’appliquer 
au conoïde caractéristique en dehors du voisinage de son 
sommet). Nous allons démontrer non seulement le théorème 
de Delassus sous les conditions qui nous concernent, mais 
aussi sa réciproque qui est particulièrement importante 
pour nous, en construisant, pour notre équation, une solu- 
tion de la forme 

(11) U = UG»» -h lü. 

où G = O est l’équation d’une telle surface régulière don- 
née, P un exposant constant donné, U et ta des fonctions 
régulières. Comme au n® 46, on a seulement à vérifier que 
le résultat de substitution du premier terme de (H) dans 
le premier membre de l’équation est régulier. 


(1) Mémoire sur les solutions singulières des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, n® 2, p. 34 (Mémoires des Savants étrangers, 
t. XXVII. 1880). 
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Partons de Téquation (E) que Ton prend homogène 
(soit / — o), savoir : 


t. h 

Remplaçons u par U .F (G), En écrivant pour 


âG 

dXi 


on a : 


^ = F'(G) +^F(G), 

ÔXi OXf 


â^u 

âXiâXh 


dU 


dU 


— F" (G) -h ( 7^^ ■— -j- tTj^ h ü 


dXk 

d"U 


âXiâx,, 


^ âXi 

F (G). 


d^G 

âxidxjt 


F' (G) 


On doit multiplier la première ligne (pour chaque indice ï) 
par Bi, la deuxième (pour chaque couple d’indices i, h) 
par Aik, et additionner (^) à CUF. Dans cette combinaison, 
on voit que : 

Le coefficient de UF" (G) est A(^i, 

2° Dans le coefficient de F' (G), les termes en sont (0 ^ 



c’est-à-dire : 

dU dA 

âXi âTTi ’ 

Par conséquent, on a 

+"'‘“>( 25 ^+“) 

4- F(G)Sî' (U) = O, 

où M représente 

(12) M = 5^ (G) — CG. 


(1) Dans une telle addition, les indices i et k peuvent être échangés, 
à cause de = A^,. 
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En particulier, pour F (G) = G^ on oblient : 

(13) P (P - 1) U. A (^. O + P ^ 

-h G*’f?^(ü). 


Si les cas de p = o et p = 1 sont exclus, le premier 
terme est évidemment d’un ordre de grandeur supérieur 
aux suivants et la somme ne peut pas être identiquement 
nulle ou même être une fonction régulière tant que le coeffi- 
cient A(7ri, n’est pas nul, c’est-à-dire tant que 

G = O n’est pas une caractéristique. L’équation 

A / àG ÔG \ 

\ àx, ’ âXra) ~ ^ 


doit être ou une identité, ou tout au moins une conséquence 
de G = O, de sorte qu’on a, en tout cas. 


(13 his) 


A 





Al étant régulier même pour G — o. Le théorème de 
M. Delassus est ainsi démontré. Supposons maintenant 
cette condition vérifiée, de sorte que G^~^ disparaît de la 
formule (13). Exprimons que le terme en G*’“^ s’annule 
aussi : il faut écrire que, sur la surface G = o, 


Ceci est une équation linéaire aux dérivées partielles du 
premier ordre en U, dont l’intégration conduit à l’intro- 
duction des courbes définies par les équations différen- 
tielles ordinaires 


da?! dx^ 

T~âÂ 

2 ÔTTi 2 


dXm 

1 oA 

2 âïïr,, 


= ds. 


Au dénominateur, on trouve les cosinus directeurs de la 
transversale à G == o; mais, dans le cas présent, cette 
courbe est tangente à la surface [cette dernière étant une 
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caractéristique : la transversale est la direction de la géné- 
ratrice de contact entre le plan (îTi, et le cône 

caractéristique], de sorte qu’une courbe satisfaisant à (Li) 
et issue d’un point die G = o est entièrement située sur 
cette surface. Cas courbes sont en fait les caractéristiques 
de réquation (A), telles qu’elles sont définies dans la théorie 
générale des -équations aux dérivées partielles du premier 
ordre. On les appellera les bicaractéristiques (^). 

Si Al “ O, c’est-à-dire si la fonction G vérifie identi- 
quement A = O, et même sans cette restriction, la théorie 
connue des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre (^) montre qu’en plus de (Li), ces courbes satisfont 
aussi à : 


(K) 


dn^ 

1 dA 1 dA 

2 dXj 2 dx^ 


djtffi 

T~dÂ’ 

2 dr,„ 


de sorte qu’on peut les déterminer a priori (c’est-à-dire 
sans connaître l’équation G = o) par l’intégration du sys- 
tème d’équations différentielles ordinaires (Li) et (La). 

Il est déjà apparu que des bicaractéristiques se sont déjà 
présentées dans nos calculs précédents. Telles sont, en effet, 
les courbes qu’on a considérées, au n° 12 , Livre I, comme 
définies, sur Xi = o, par l’équation différentielle Q), dans 
le but de déterminer les Mi, Mj, ...., successifs : = o 

étant tangent au cône caractéristique en chacun de ses 
points, la génératrice de contact a ses cosinus directeurs 
proportionnels à A31, A32. 


50 . L^i considération de ces courbes, et le fait qu’elles 
sont conservées dans toute transformation ponctuelle (ce 
qui ressort évidemment de leur signification analytique ou 
géométrique) vont d’abord nous servir à simplifier l’équa- 
tion. La surface caractéristique donnée étant supposée être 


(1) Pour \eur signification physique comme rayons sonores ou lumi- 
neux, voir nos Leçons sur la propagation des ondes, chap. Vil, no» 309, 
319 et ZH. 

(2) V. Coursât, Leçons sur Vintégration des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, n® 87. 
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régulière, on peut changer de variables de manière que son 
équation soit Xm = o, et cela, de façon à ce que chaque 
surface Xm — constante soit une caractéristique : ce qui 
s’exprimera par Amm identiquement nul. 

On supposera, en second lieu, que l'arête (^) d’inter- 
section entre Xm — o et Xm-i = o n’est nulle part tangente 
à une direction bicaractéristique; en conséquence de quoi 
on peut prendre les nouvelles variables de telle sorte que 
les bicaractéristiques situées sur Xm = const. soient 
Xi = const,, X 2 = const., ...., Xm -2 = const., ce qui s’expri- 
mera par : 

= o (i ^ m — 1) 


On peut diviser par (^) Am,m-i, et aussi annuler Bm en 

/ B dx 

m En remplaçant les lettres Xm 
et Xm-i respectivement par x et y y on voit qu’on peut écrire 
l’équation sous la forme : 


(15) 


æu 

âxdy 


— (u) = 


0 


où le nouveau polynôme (u) ne contient aucune dériva- 
tion par rapport à x. 


51. P = o. Résultat de Beudon. Nous avions antérieu- 
rement exclu les cas de p = o et p = 1 . Ils correspondent 
à u non singulier, et ramènent aux considérations du pre- 
mier Livre (®). Mais en nous plaçant dans le cas d’une sur- 
face caractéristique, ils nous intéresseront pour cette raison 
même, comme conduisant à la réponse à la question posée 
au n^ 12; savoir le mode d’indétermination du problème 
de Cauchy dans ce cas. 


(1) V. note (1) p. 6. 

(2) doit être différent de zéro, sinon z= = .... = = o 

annulerait toutes les dérivées de A (y,, y^), hypothèse exclue puisque 

nous ne sommes pas dans le cas parabolique. 

(3) Le cas de p entier et >► 1 peut être considéré comme inclus aussi 
bien dans nos considérations passées que présentes ; p = 2, par exemple 
(avec Uj = 0 , de sorte que u = correspondrait à un problème de 
Cauchy, avec = it = o, auquel cas, nous savons déjà qu’on ne peut 
obtenir de solution différente de zéro si x = o n’est pas une caracté- 
ristique. 
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Cette question est résolue par le résultat suivant : 

Dans le cas actuel de x = o caractéristique (^), on peut 
déterminer une solution de Véquation différentielle si on 
connaît sa valeur 

u(x,, O, y) ^ Uo(x,, x„,_ 2 , y); 

u(x^, Xm- 2 . X, o) = U (a^i, x) ; 

sur chacune des surfaces x = o, y ~ o (^), lesquelles valeurs 
peuvent être choisies arbitrairement à la condition qu’elles 
n’impliquent aiictme contradiction le long de la ligne 
d’intersection, savoir : 

( 16 ) UqÇx^, Xjn—2i o) U(3yj, Xffi—2i ^) » 

soit Uo(Xi, aî^_ 2 ). 

Ce théorème a, comme cas particulier, la démonstration 
de rexistence de la fonction de Riemann (n° 40). 11 a été 
énoncé pour la première fois, dans ce but, par Darboux 
pour m — 2, die sorte que x == o, y ~ o étaient deux lignes, 
les données étant analytiques, et en supposant que ces 
deux lignes étaient des caractéristiques. 11 a été étendu par 
M. Goursat f) aux équations non linéaires, en supposant 
seulement que les tangentes initiales à leurs points d’inter- 
section avaient des directions caractéristiques. 

Beudon (foc. cil.) {*) a généralisé le résultat de Darboux 
et de M. Goursat pour m > % et, à la suite de M. Goursat, 
s’en est servi pour démointrer l’ indétermination du pro- 
blème de Cauchy pour une caractéristique. 

Mais, ainsi que M. Picard C”^) (admettant même des don- 
nées non analytiques) et ensuite M. Goursat (^) (avec exten- 
sion aux équations non linéaires) l’ont montré pour le cas 


(1) Il est même suffisant de supposer que = o est tangent à une 

caractéristique en chaque point commun avec = o. 

(2) L’hypothèse que la ligne d’intersection n’est nulle part tangente à 
une bicuractéristique est impliquée ici de nouveau. 

(3) Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, t. II, p. 91-94, Goursat, 
Leçons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre 
(V. note 3). 

(4) V. note 2, p, 24. 

(5) Picard, in Darboux, Leçons, t. IV, p. 355-359 (note I). Goursat, 
Equations aux dérivées partielles du second ordre, t. Il, p. 303-308. 



SOLUTIONS A SINGULARITÉ ALGÉBRIQUE 


109 


de m = 2, l’hypothèse que y = o est caractéristique n’est 
pas nécessaire. Démontrons le théorème de Beudon avec 
cette généralisation. 

Supposons, pour l’instant du moins, toutes les données 
analytiques, de sorte que les coefficients dans seront 
des fonctions holomorphes des variables indépendantes (^), 
et substituons de nouveau à u un développement ordonné 
suivant les puissances de x : 

(17) M Mo H- ItjX -4- .... -h .... 

En égalant les coefficients des puissances semblables de x, 
on obtient les conditions successives 


(18) 


ditj 

ày 


= (««) . 


dUj 

ày 


(M,) + 


. àih ^ 


dont, réciproquement, le système est équivalent à (15). 

ÔUj 

La première d’entre elles nous donnera [le second 

membre ne contenant d’autre terme de (17) que Uo]; la 
ôxi 

seconde nous donnera , etc..., le second membre de 
dun ^1/ 

l’équation en ne dépendant que de Mq (’^), Ui, Uh-x 

et des coefficients de Nous voyons ainsi : 

1*" que Mo reste arbitraire; 


(1) X apparaît, en général, explicitement parmi les coefficients de 5*1 • 
les termes dus à cette circonstance sont ceux que nous avons remplacés 
par des points, dans le second membre de l’équation (18) (dans le pre- 
mier terme, au contraire, on doit faire x = o). 

(2) 11 résulte de la note précéctente que les Uf^, d'indice h' inférieurs à 

h — 1 apparaissent aussi dans . 

ày 
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2® qne nous pouvons aussi choisir arbitrairement les 
valeurs de chacun des Uh suivants pour y = o; après quoi, 
nous aurons (si Uh est la valeur de un pour ^ == o) : 

(19) 4- («».,) dy. 

Ce dernier fait équivaut h dire qu’on peut prendre arbi- 
trairement la xmleur du développement (IT)) pour y = o, 
savoir la fonction 

(20) U (æ, , a;, , a;) = ^ x* 

h 

au premier terme UoC^Ci, Xz, Xm- 2 ) près, lequel doit être 
égal à la valeur de Uo pour y = o. 

51 bis. Remarques. — Cette dernière condition n’est 

autre que la condition (16). 

ôu 

La condition en est la condition de possibilité pour 

le problème de Cauchy — condition (7) — écrite au n® 12, 
Livre 1. On voit que, quand eille est remplie, le développe- 
ment (17) reste indéterminé, ses éléments arbitraires étant 
les coefficients u^ successifs du développement (20). 

De même, les autres équations (18), ou les équations 
équivalentes (19), représentent les relations formées au 
n® 12 [relation (!') et ses analogues] . 

Ces relations, ou du moins les premières d’entre elles, 
peuvent être écrites même si les données et la solution sont 
simplement supposées régulières et développables par la 
formule de Maclaurin jusqu’à un certain ordre. 

Les Uh étant déterminés pour toute valeur de y dès 
qu’on en connaît la valeur pour i/ = 0 , deux solutions qui 
coïncident tout le long d'une surface caractéristique et 
qui ont un contact d'ordre déterminé quelconque p > 1 en 
un point de cette surface^ sont tangentes au même ordre 
tout le long de la hicaractéristique issue de ce point. Pour 
P = 1 et dans l’espace-temps à quatre dimensions ordi- 
naire, on voit qu’une solution continue en x, y, z, t et 
dont les dérivées premières sont continues en tous les points 
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du plan (non caractéristique et non tangent à une bicarac- 
téristique) i = o, a ses dérivées premières continues dans 
tout V espace. 

52. Nous n’avons pas encore le droit de parler d’une 
solution u présentant le degré d’indétermination annoncé 
ci-dessus : nous n’aurons ce droit, même dans le cas ana- 
lytique où nous allons nous placer, que lorsque nous 
aurons démontré la convergence de (17). C’est ce que nous 
ferons (^) sous l’hypothèse que toutes les données sont 
holomorphes autour d’un point donné de l’arête x == y = o 
(point qu’on prendra pour origine des coordonnées) : en 
vertu de quoi on donnera la démonstration demandée pour 
la série de Maclaurin multiple qui développe u suivant les 
puissances de x, y, Xi, Xs, Xm- 2 - 

D’abord, on voit que chacun des calculs (19) n'implique 
que des différentiations, des intégrations (à partir de la 
limite inférieure o), des multiplications et des additions, 
de sorte que chaque coefficient de (17) sera exprimé en 
fonction d’autres précédemment calculés (c’est-à-dire cor- 
respondant à des valeurs inférieures de h et à des valeurs 
non supérieures de l’ordre total de différentiation), et des 
coefficients des développements des An, Bn, C qui entrent 
dans 5^1, par un polynôme ne contenant que des termes 
positifs. 

Par conséquent, il suffira de montrer l’existence de la 
solution en remplaçant les développements ^i, Uo, u par 
des développements majorants convenablement choisis. 

On peut également admettre que les fonctions Uo, u sont 
identiquement nulles, car, dans le cas contraire, il suffirait 


(1) Plus précisément, nous allons construire une solution satisfaisant 
aux conditions du problème pour x suffisamment petit et pour un petit 
domaine D de valeurs de y. Én. ce qui regarde, le cas 

contraire où D a une étendue quelconque, nous signalons simplement 
(car il est relatif aux équaitions non linéaires que «nous laissons de côté 
un remarquable résultat de M. Goursat (Ann. Fac. Sc. Toulouse, (2), VIII, 
1906) d’après lequel il peut arriver que le problème de Cauchy, au pre- 
mier abord indéterminé, qui est relatif à a; = o, n’admette aucune 
solution qui soit* valable et régulière dans tout le domaine D; mais 
cette circonstance ne peut pas se présenter dans le cas linéaire. 
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d’introduire, à la place de u, la nouvelle inconnue : 

U — Uq — U + Uo, 

et on peut supposer que ceci a été effectué préalablement. 

N’importe quels développements à coefficients positifs 
majoreront, comme au n° 10, Livre I, de telles valeurs 
nulles de u et de Wo- 

Un développement majorant pour sera : 


(21) K — — ^ (K > O, /O > O, constants) 

X 4- y -f- -4- ... 

1 

P 

^où Pi représente r.fe représente et les S' se rap- 

portent à toutes les valeurs de i, ou de i et /c, depuis 1 
jusqu’à m — 1 L de sorte qu’il suffit à nouveau de montrer 
que l’équation obtenue en égalant à cette quantité ou 

à toute autre quantité majorante, admet une solution repré- 
sentée par une série de Maclaurin à coefficients positifs. 

En nous servant encore de l’artifice de M. Goursat (^), 
nous écrirons une majorante de (21) en changeant, au déno- 

X 

minateur, a; en — avec « < 1, de sorte que nous partirons 
de l’équation : 


æu 

âxày 


= K 


1 


a ~f~ ^'Pi 4- SVjj 

X 

f- 2/ 4“ 3^1 4“ . . . Xm-t 

a 

P 


pour laquelle il faut trouver une solution sous forme d’une 
série de Maclaurin à coefficients positifs ou nuis. Prenons 
pour U une fonction des variables : 

(22) X = X -i- ay, Y = x, -h .... 4- x^-^- 


(1) Ceci n’était pas nécessaire dans le Mémoire primitif de Beudon, 
parce que Beudon supposait que y zzz o était aussi une caractéristique, 
c'est-à-dire que également nul : de sorte que l'extension 

du théorème au cas où x = o seul est une caractéristique, est liée 
à l'introduction, par M. Goursat, du pentamètre a. 
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Pour une telle forme de u, Téquation devient, en dési- 

, P , on . , r . (m — 1) (m — 2) 

gnant par G le eoeiücient numérique 2 , 


du 


â^u 



(/a— 2) 


àu 




• a(m— 2) 


â^ii 

âXôY 



G 


æu 

dY* 


ou, en résolvant par rapport h 


à^u 


<23) 


â^u _ K 
âX^ a 

OÙ li = I 


du 


du 

0a~'2)— + ce(m — 2) 

ai 


à^u d^u 

dXàY dY* 


L-1 


Ka 


Prenons a tel que L > o. On voit qu en développant la 
fraction au second membre de (23) suivant les puissances 
de X et de Y, chacun des coefficients sera positif. 

En conséquence du théorème de Cauchy-Kow^alewsky. 
réquation (23) admettra une solution s’annulant en même 
du 

temps que pour X — o et dont le développement, ainsi 

qu’on le voit comme au n® 10, n’a que des coefficients 
positifs. 

En substituant pour X et Y les valeurs (22), on obtient 
le développement majorant cherché, ce qui démontre le 
théorème. 


53. P arbitraire. Nous allons maintenant établir une con- 
clusion analogue pour une valeur quelconque de l’exposant 
constant p, sauf si p est un entier négatif. 

En prenant u = Ux**, on a pour U l’équation 


(15') 


X 


dxdy ^ dy 


=z X 3* ^ (b) . 


Fn remplaçant U par 

^24) = U,x + .... 4- + .... 


ÜADAMARD. 


S. 
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et égalant les coefficients des puissances semblables de x 
(les points, au second membre, ayant la même signification 
qu’au n° 51) on a 

dy 

(P + 1) (U„) + 

(180 i 

(p + h) ^ = 


Réciproquement, le système de (24) (lorsque le second 
membre est convergent) et de (18') équivaut à (R)')- 
Si P est un entier négatif, système n’admet générale- 
ment pas de solution (^) : l’impossibilité d’y satisfaire 
apparaît en ceci que l’une des équations de (18'), par exem- 
ple, pour P = 1, la seconde, rie contient plus Ui, et devient 

^i(Uo) =0, 


qui devrait admettre une solution indépendante de y. 

En mettant à part le cas où p est un entier négatif, les 
équations (18') nous font connaître les Un successifs. Cepen- 
dant, dans chacune de ces fonctions, il reste une constante 
additive indéterminée. On peut, par conséquent, les clioisii 
arbitrairement pour une valeur déterminée de y, par exem- 
ple pour y — O. 

Pour démontrer la convergence du développeinenl 
(24) ainsi obtenu, il suffit d’observer comme on le 
fait dans la théorie classique de l’équation différentielle 



que le rapport 


P 4- h 
h 


qui n’est jamais nul dans l’hypothèse adoptée, et dont la 


(1) V. Leçons sur la propagation des ondes, p. 339, n® 346. 
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liimite est 1 lorsque h croît indéfiniment, est toujours supé- 
rieur en valeur numérique à un certain nombre positif q. 
Par conséquent, on obtiendra des majorants pour les U 
successifs si on majore et qu’on remplace, en même 

temps, dans l’équation qui donne coefficient (p 4- h) 

par qh. 

Ceci équivaut (^) à faire p ~ o dans l’équation (15') après 

1 

avoir multiplié le second membre par — . Il devient alors 

possible de diviser directement par x et on est ramené au 
problème dé Beudon déjà traité. Puisque, dans ce dernier 
problème, on peut choisir arbitrairement les valeurs de 
Vinconnue pour y = o, c’est-à-dire sur n’importe quelle 
surface qui coupe la première sans être tangente à une 
de ses hicaractéristiques , il en est de même dans le problème 
actuellement posé. 

La conclusion demandée est ainsi établie, du moins 
dans l’hypothèse qu’on est dans le cas analytique : restric- 
tion qui, toutefois, est loin d’être indifférente, d’après ce 
que nous avons déjà vu. 

III. — Cas du conoïde caractéristique. 

La solution élémentaire. 

54. Le conoïde caractéristique décrit d’un point quel- 
conque (Oi, tta, ...., Um) comme sommet, admet ce point 
comme point singulier, de sorte que le calcul précédent 
cesse d’être valable : en fait, on va voir que p ne peut plus 
être pris arbitrairement comme on l’a fait ci-dessus. 

Pour traiter ce nouveau cas, il faut d’abord former 
l’équation du conoïde caractéristique dont on vient de 

(1) strictement parlant, la première équation (18'), savoir O, 

disparaîtrait pour p = a, puisque «on premier membre a ôté primiti- 
vement multiplié par p; on a naturellement à la conserver dans la 
discussion présente. Connaissant les valeurs de U pour y zz: o, elle les 
détermine pour a: = o, fournissant ainsi toutes les données nécessaires 
au Théorème de Beudon. 
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parler. Il est, comme on le sait, le lieu de toutes les 

bicaractéristiques issues de a. Analytiquement parlant, on 
doit prendre un système quelconque de quantités 
Poi, ••••, Pom remplissant la condition (A) et, avec les condi- 
tions initiales p, = p«,, Xi = a. pour s — o, intégrer les 
équations différentielles formées au n® 49 

(L) dxf 1 âA dpi 1 dA 

ds 2 dpi * ds 2 âXi 

Gomme les quantités poo •• Pom (ou plus exactement 
leurs rapports mutuels), sous la condition (A), dépendent 
de m — 2 paramètres, le lieu de la courbe ainsi engendrée 
est une surface. Il importe de donner une forme précise 
pour réquation de cette surface : cette forme a été indiquée 
jiar M. Coulon (^); le calcul que nous allons donner ur 
peu plus loin n’est pas foncièrement différent du sien. 

55. Introduction des géodésiques. — Pour l’obtenir, 
nous allons construire toutes les courbes issues de 

(tti, Ua, Om) -et vérifiant le système différentiel (L), qui 
les valeurs initiales poi, Pom des variables p,- salis fassent 
à (A) ou non. De telles courbes ne sont autres que les 
géodésiques d’un élément linéaire convenablement choisi 

Résultats empruntés à la théorie générale des géodési 
ques(‘^). — Soit 

H(dXi, dx^y dxjn'y x^y x^y ...., Xm) — SH.fcdac.dXfc 

une forme quadratique quelconque (son discriminant étant 
toutefois supposé ^ o) en dxi, dx^, les coefficients H.it 
étant des fonctions données de Xi, Xm. Si dx^, ...., dxn 
sont considérés comme différentielles de Xi, ...., Xm, on peut 
considérer H comme un élément linéaire ou « forme 


(1) Thèse, p. 22. 

i'È) V. Darboux, Leçons, t. II. 

Beaucoup des principes qui vont suivre, tels que géodésiques pour un 
élément linéaire indéfini, géodésiques de longueur nulle, paramètres diffé 
rcntiols, etc..., seront familiers à beaucoup de lecteurs, car ils sont 
constamment utilisés dans la récente théorie de la Relativité. Cependant 
on ne supposera pas, ici, la connaissance de cette théorie (V. l’Appen 
dice I à la fin du volume). 



LA SOLUTION ÉLÉMENTAIKE 


117 


métrique » (‘) d’une variété à m dimensions. L’intégrale 

s/E(dx^, dx,n) — J* x'„,)dt 

^ où, au second membre, représente ^ représentera 

donc la longueur d’un arc de courbe dans cette variété, et 
les géodésiques correspondantes sont les courbes qui annu- 
lent la variation de Leurs équations différentielles sont 



^ ^ âs/W 

dt \ dx{ J âx 


(i = L 2, m) 


Les principes de la Dynamique classique conduisent h 
écrire ces équations différentielles sous une forme différente, 
savoir 



laquelle exprime le mouvement d’un système dont la force 
vive serait E{x. x) et sur lequel aucune force n’agirait. 

Ces deux formes (qui correspondent a deux formes du 
principe de moindre action) ne sont pas exactement équi- 
valentes, mais le deviennent moyennant une condition. 
In forme (2b) détermine les courl>es demandées, mais 
non t, ce dernier demeurant un paramètre arbitraire dont 
le choix est indifférent. Les équations (25) restent inchan- 
gées par le changement de la variable indépendante l en 
?? étant une fonction quelconque. 

La deuxième forme (25') ne définit pas seulement une 
courbe, mais aussi un mouvement sur cette courbe, et ce 


(1) Dans cette conception, le carré de la distance entre deux points 
infiniment voisins x, a? + dx est considérée comme égale à H (dx; x). 
C’est cette convention qui conduit à prendre pour élément d’étendue de 
l’espace, ainsi que nous l’avons fait au n® 40 bis, la quantité 
v/ fb I dx, dXj dx^, où D est le discriminant de H, ainsi que la 
théorie classique de l’élément à deux dimensions en donne déjà un 
exemple. Cette quantité est invariante pour toute transformation ponc- 
tuelle effectuée sur les x, car une telle transformation multiplie D par 
le carré du Jacobien des anciennes variables par rapport aux nouvelles. 
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mouvement n’est plus arbitraire dans le temps : il doit 
vérifier l’intégrale des forces vives 
(26) H==const., 


de sorte que le point représentatif (xj, Xn) doit se mou- 
voir sur la courbe h énergie cinétique constante. Si nous 
tenons compte de cette dernière équation, les deux systèmes 
(2b) et (2b') sont (en général) équivalents (^). 

Mais le se^iond d’entre eux offre, à notre point de vue, 
un avantage précieux, qui est d’admettre des solutions 
pour lesquelles la valeur constante de l’intégrale (26) est 
nulle, et qui ne sont autres que les bicaractéristiques. Ges 
lignes doivent donc être encore regardées comme des géo- 
désiques, mais par une certaine extension du sens de ce 
mot, car, pour l’une quelconque d’entre elles, le système 
primitif (2b) cesse d’avoir un sens. 

Partant du système (2b'), réduisons-le à la forme de 
llamilton en introduisant les quantités 


(27) 


Pi == 


1 âE 

2 âx/' 


En éliminant les x/, H devient une forme quadratique A 
en p, la forme adjointe (^) de H divisée par le discriminant 
D de H et, comme on le sait, les m équations (2b') du second 


(1) Si, dans (25), on suppose que le paramètre arbitraire t est choisi 

de manière que H = const., alors le dénominateur dans 

a/g" 1 aH 

dxi' ”” 2>/W dxi' 

peut sortir du signe et on trouve (25'). 
dt 

Réciproquemeni, si on voulait écrire (25') de telle sorte que la varia- 
ble indépendante t puisse devenir arbitraire, on n’aurait qu’à remarquer 
que, comme fonction d’une telle quantité t, s peut facilement se calculer 
grâce à (26), savoir ds = En remplaçant ds par cette valeur et 

Xi^ 

en même temps x/ par on trouve (25). Voir Darboux, Leçons, t. II. 

vH 

n» 571 de la deuxième édition. 

Tout ceci cesse d’avoir un sens pour une bicaractéristique. 

(2) A(p^, Pfn) = 2A,j|jp,pfe, le coefficient étant le quotient, 
par D, du mineur du déterminant D correspondant à l’élément H^fc. 

1-a dénomination de forme adjointe e»t (depuis Gauss) classique, comme 
l’est celle d’équation linéaire adjointe employée dans ce qui précède, de 
sorte que toutes deux sont imposées par l’usage. Il est à peine utile 
de faire observer que ces deux sens du mot « adjointe » sont sans 
rapport entre tuix. 
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ordre sont remplacées par les 2 m équations de Hamilton 
du premier ordre 

/T V dXj 1 dA 

^ ds 2 dp/ 

[équivalentes à (27)] et 

(L) dp< _ 1 dA 

^ , ds 2 dx/ 

Ces équations admettent de nouveau l’intégrale 

A ~ const., équivalente à (26). 

56. Nous allons nous servir des calculs précédents en 
faisant en sorte que la forme quadratique A soit celle qu'on 
a précédemment désignée pa^ cette lettre, savoir la forme 
caractéristique de notre équation. On sait comment il faut 
choisir H dans ce but : la relation entre A et H est réci- 
proque, de sorte qu’il faut prendre H égal à la forme 
adjointe de A divisée par le discriminant A de A : chaque 
coefficient de H s’obtient en prenant le mineur du déter- 
minant A relatif au coefficient correspondant de A et divi- 
sant par A. Les discriminants D et A de H et de A sont 
inverses l’un de l’autre; les variables de A sont reliées 
aux variables x/ de H par un quelconque des deux systèmes 
(équivalents) (27), (LJ, les variables x. étant, naturellement, 
les mêmes dans les deux formes. 

Il est utile de noter que l’usage que nous faisons de 
cette notion des géodésiques est légèrement différent de 
l’usage qui en est fait habituellement (du moins en mettant 
à part les applications à la Relativité) en ce sens que A 
(ou H) peut être — et sera en fait, dans le cas hyperbolique, 
qui est celui qui nous intéresse spécialement — une forme 
indéfinie. Ceci, évidemment, n’aura pas d’importance pour 
beaucoup des propriétés analytiques des, géodésiques; 

peut devenir imaginaire, mais non son carré, qui est 
précisément la quantité que nous aurons à introduire (J. 


(1) La seule différence importante introduite dans les opérations par 
la possibilité que A soit indéfinie, est que l'on ne peut pas, comme 
on le fait souvent, choisir sur chaque géodésique la variable s de 
sorte que la constante A devienne égale à 1, puisque le cas de A = o 
est précisément celui qui nous intéresse le plus. 
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57. Nous allons maintenant traiter les géodésiques définies 
ci-dessus par une méthode équivalente, au fond, à la mé- 
thode bien connue de Lipschitz Q). 

Gomme nous l’avons remarqué, les équations (250 
n’admettent pas un changement arbitraire de variable indé- 
pendante; mais elles admettent toutefois un changement 
linéaire, savoir le remplacement de s par as -f- a et /? 
étant des constantes quelconques : et, en effet, un tel chan- 
gement laisse l’équation (26) inchangée, à un changement 
près de la constante qui figure au second membre. 

La propriété correspondante des équations (L) est qu’elle 
ne sont pas changées lorsqu’on remplace s par as et p, par 

— (a étant une constante), sans changer les x; et ceci laisse 

de meme inchangée chacune des courbes intégrales de (L) 
(en changeant seulement sa représentation paramétrique). 

Considérons maintenant exdusivement les géodésiques 
issues d’un point particulier donné a (ai, az, Om) de 
l’espace à m dimensions, s étant nul en ce point. L’une 
d’entre elles sera déterminée si on donne les valeurs ini- 
tiales (valeurs pour s — o) poi, • Pom de pi, ...., pm. De 
plus on obtiendrait le même résultat, comme nous venons 
de le voir, si on remplaçait s par a.s et pi, ...., pm par 

—, les Poi devant naturellement être changés en 

a a ^ 

Ceci peut s’exprimer en disant que les 2m + 1 
a 

quantités 

Pu ••••, Pmt Poi> •••*, Pont» ^ 

se présentent seulement dans les 2 m combinaisons : 

(28) Pi = spi qi — spo< {i ~ 1, 2, ...., m) 

Donc, les formules d’intégration de (L) doivent être de 
la forme 

( Xi — — ^iiqu ...., qm') ^u ••••> a„,) 

(29) \ ^ 

P< == ‘^'.(q,, ...., qm; O.U •••» O 


(1) Bull, des Sc. Math., l*"® série, t. IV, p. 99-110. V. Darboux, Leçons, 
t. II, Livre V, n® 518. 
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et on peut noter immédiatement que ces formules ne chan- 
gent pas par permutation des Xi avec les ai correspondants, 
et, en même temps, de P, avec — qi [c’est ce que mon- 
trent les équations (Li), (La) en y changeant s en — s] . 

Considérons maintenant la première série d’équations 
(29) comme définissant une transformation ponctuelle entre 
les X et les q, le point a correspondant h = .... == qm = o; 
comme 

/ dxA i à A. 

\ds )o'~ 2 âpoi ’ 

1 ôA 

on voit que le développement de Xi — o, admet ^ 
comme ensemble de termes du premier degré. Le Jacobien 


(30) 


Dix,, xJ. 

D(gi, qj 


a, par conséquent, en a, la valeur A différente de zéro, 
de sorte que les q peuvent certainement être exprimés en 
fonctions des x dans le voisinage de a. 

Les variables q se rattachent très simplement aux varia- 
bles normales de Lipschitz (0 : ces dernières sont, par défi- 
nition, les quantités 



de sorte qu’on a, entre elles et les q, la substitution linéaire 
à coefficients constants 


„ 1 dHo 

2 di, 


OU, sous une forme équivalente, 

. i ôAq 
2 âqi ’ 


Ao, Ho étant les quantités A, H considérées au point initial a, 
soit : 


Ao(qi, 

Ho(^., 


Çm) A(qi, qtn, tti, flm) * 

^m) ®(^1» ••••» £mj ••••) . 


H) Loc. cit. V. note précédente. 
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Si on se sert des coordonnées particulières qi (ou les 
géodésiques issues de a seront représentées par des lignes 
droites, les coordonnées étant proportionnelles à s, 

57 bis. Rien de ce que Ton vient d’écrire n’exige l’hypo- 
thèse que les coefficients soient analytiques : il est seu- 
lement nécessaire qu’ils soient réguliers, autant qu’il le faut 
pour Tapplication des théorèmes généraux concernant 
l’existence des intégrales des équations différentielles et 
leur dérivabilité par rapport aux conditions initiales. (V. la 
Note additionnelle à la fin du présent Livre.) 

Si les Aih sont des fonctions holomorphes des x, alors 
les X seront, dans le voisinage de a, des fonctions holo- 
morphes des et, réciproquement, les q seront des fonc- 
tions holomorphes des x. 

Toutes les considérations actuelles — et par conséquent 
celles du n° suivant — continueront à être valables aussi 
longtemps que la résolution de la première série d’équa- 
tions (29) par rapport aux q sera possible : en d’autres 
termes, aussi longtemps que le problème de joindre le 
point X (Xi, ...., Xm) à a par une ligne géodésique peut être 
considéré comme déterminé. La région 01 dans laquelle 
une telle validité persiste peut se définir en considérant, 
par exemple, une famille de surfaces à un paramètre, con- 
tenant a et s’enveloppant l’une l’autre quand le para- 
mètre croît (telles que des sphères de centre a) : l’intérieur 
d’une surface appartiendra (^) à 01 tant que chacune 
d’eJles coupera un arc de géodésique issue de a en un seul 
point P et que, de plus, le Jacobien (30) ne s’annulera pas 
sur l’arc aP. 


■ (1) V. nos Leçons sur le Calcul des Variations, note finale A. On 
obtient le plus souvent une région (R. en déterminant, sur chaque géo- 
désique issue du point a, l’arc partant de a et autour duquel la pro- 
priété demandée (c’est-à-dire le fait que chaque point peut être joint 
au point initial par une courbe géodésique continue et bien déterminée) 
ne cesse pas d’exister : lequel arc se termine en un point défini par J 
[formule (30)] = o, appelé foyer conjugué de a (V, Leçons sur le 
Calcul des Variations, Livre II, chap. III), et où la géodésique peut être 
touchée par l’enveloppe d’une famille à un paramètre, convenablement 
choisie, d’autres géodésiques issues de a; mais, dans certains cas, une 
telle définition de CR pourrait être erronée. 
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Au lieu de considérer le Jacobien (30), on pourrait con- 
sidérer une géodésique arbitraire issue de a comme fonc- 
tions de m — 1 paramètres X^n-i définissant sa 

direction initiale, chaque point d’une telle géodésique étant 
ainsi défini par un système de valeurs de A^, A„_i, s. Le 

Jacobien 


(30 his) 


D(ar^, xJ 
O (Al, A„t_i, s) 


jouera le même rôle que le Jacobien (30). 


58. Equation du conoïde caractéristique. — Ayant 
ainsi défini les quantités auxiliaires P et q, on forme 
l’expression 

r = A(Pj, X^, Xfn) =■ Â(qi, ^tn) • 

Ceci est une forme quadratique en q, à coefficients cons- 
tants, et une fonction holomorphe des x (en fonction des- 
quels on peut supposer exprimés les P et les q); son déve- 
loppement suivant les puissances des (Xi — a<) commence 
par des termes du second degré, savoir : 

(31) r = Ho(a;i — a^, x^ — aj 4- .... 

^puisque, au voisinage d-e a, on a sensiblement 


1 dA\ 



r est le càrré de la distance géodésique du point 
(xi, Xz, Xm) au point («i, Ua, Om), cette distance 
étant calculée au moyen de l’élément linéaire H tel qu’il 
est défini au n® 56. 

Ceci conduit à évaluer les dérivées partielles de T : celles 
de sont, en effet, données par l’équation classique en 
Calcul des Variations (^) 

(310 8 /T' = X ^ 

« 


(1) V. nos Leçons sur le Calcul des Variations, Livre II, chap. III, p. lis. 
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On voit ainsi, en tenant compte de 

r = A(P) == s^A(p) = s^E(x'), 

que la dérivée partielle de T par rapport à Xi n’est autre 
que (^) ^spi = 2 P,- et que la [onction T e.sf une solution 
de Véquation aux dérivées partielles du premier ordre : 

*') = 

L’expression T est symétrique par rapport aux deux 
points (xi, Xm) et (ai, Um) dont elle dépend. 

r = O est r équation du conôïde caractéristique. 

Si les variables normales £ sont prises comme coor- 
données cartésiennes, le conoïde caractéristique est un cône 
quadratique ordinaire (ou plutôt pour m > 3, un hypercône) 
qui est réel pour une équation hyperbolique. Comme on 
l’a dit au Livre I, quand, de plus, Véquatioji est normale, 
il se compose de deux nappes et divise l’espace en trois 
régions, deux d’entre elles intérieures et une extérieure. 

Ces propriétés qualitatives valent aussi pour l’espace 
primitif' où les coordonnées sont Xi, ...., Xm, puisque la 
transformation ponctuelle entre les x et les ^ est régulière 
On peut, par conséquent, parler des deux nappes du conoïde 
caractéristique, ou, comme nous le dirons souvent pour 
abréger, des deux demi-conoules de sommet donné quel- 
conque a. 

Le plus souvent, on écrira l’équation de manière que 
r > O corresponde aux régions intérieures, c’est-à-dire que 
la forme caractéristique se compose d’un carré positif et 
de m — 1 carrés négatifs. 

59 . Les paramètres diûérentiels de Lamé-Béltrami pour 
la quantité T. — On connaît (^) la définition des paramètres 


(1) Par conséquent, le plan tangent à n’importo quelle surface 
r = const. est transversal (n® 40) à la géodésique correspondante : fait 
général, du reste, en calcul des Variations (V. nos Leçons sur le Calcul 
des Variations, n® 137). 

(2) Voir Darboux, Leçons sur la Théorie des surfaces, t. III, Livre III, 
cbap. I. 
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différentiels formés à l’aide d’un élément linéaire quel- 
conque. Ceux que l’on déduit de la forme métrique H intro- 
duite ci-dessus jouent un rôle primordial dans les questions 
qui nous occupent. C’est manifestement le cas pour le pre- 
mier d’entre eux(^) (ü), lequel, pour la forme métrique H, 
n’est autre que la forme caractéristique elle-même 

\âx ) Zj àXi âXk 


On voit que V équation qui définit les caractéristiques n’est 
autre que 


A^(U) = 0 . 


Nous allons nous proposer de calculer les valeurs que 
prennent les paramètres différentiels en question lorsqu’on 
y introduit, pour U, la quantité T. La propriété essen- 
tielle de ces paramètres différentiels étant C) leur invariance 
vis-à-vis des transformations ponctuelles effectuées sur les 
X, nous ferons ce calcul sous forme invariante, c’est-à-dire 
avec les notations employées au n"" 40 bis, et sur lesquelles 
nous reviendrons dans l’Appendice I à la fin du volume (^). 

Tout d’abord, l’équation (32) du numéro précédent montre 
que l’on a : 

A.iD = 4r, 

résultat que, du reste, l’on peut aussi considérer comme une 
simple conséquence de l’équation bien connue (^) 

(320 A,(vT)=1 


vérifiée par la distance géodésique. 

Plus généralement, nous allons pouvoir exprimer simple- 
ment le paramètre différentiel (®) A^ (F, U), où U est une 


(1) Loc. cit., no 672, et aussi ibid., t. II, 2® édit., n® 531. 

(2) Darboux, loc. cit., t III, Livre VII, chap. I. 

(3) Ce changement de notation n’a pas d’influence sur l’expression du 
premier paramkre A . II modifie, par contre, le paramètre A . 

(4) Ibid., t. II, 2e édit., no 531. 

(5) Ibid., t. ni, no 673. 
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fonction quelconque. Adjoignons, en effet, les m relations 


(33) 



aux équations différentielles (Li) (n° 55). Si on multiplie 
celles-ci par les dérivées correspondantes - d’une fonction 

OXi 

arbitraire U, et qu’on ajoute les m produits ainsi obtenus, 
il vient : 

dU 1 dU dA 

ds 2 dXi dpi ’ 

t 

ce qui, ayec les notations de Lamé, donne, pour (33) : 


(34) 



^ d^ _ ^ 

âXi âï\ ds 


Passons maintenant au paramètre différentiel du second 
ordre, lequel est défini (^) à l’aide du précédent par une 
transformation analogue à celle qui (n®® 39 et suivants) nous 
a donné le polynôme adjoint. Il convient ici, conformément 
à ce qui a été dit plus haut, de rendre ce calcul invariant 
vis-à-vis des transformations ponctuelles et, par conséquent, 
d’introduire, comme au n° 40 bis, l’élément riemannien (^) 
dT = pdT. Le paramètre différentiel cherché AgF, lequel 
a la valeur 


^■^ = 7 Sir (S'”'» 


dr 

âxj, 


est défini par la condition que l’on ait, pour toute fonc- 
tion U, l’identité intégrale 

(35) SSS pA, (r,U) dx,dx^ . . . dx„ + SSS ...dx„ 

= SS , 


où les intégrales du premier membre sont étendues 

à une région de l’espace à m dimensions; l’intégrale 


(1) Darboux, loc. cit., t. III, n® 674. Voir page précédente, note 3. 

(2) Pour l’invariance de cet élément, voir p. 90. 
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(m — du second membre, à la frontière de cette ré- 
gion, la quantité remplacée par des points sous le signe SS 
étant 0) le produit de U par une combinaison linéaire des 
dérivées premières de P. 

Nous utiliserons ceci en transformant les premiers SSS 
par Tintroduction des coordonnées définies précédemment, 
soit s, Aj, Aj, ..., En désignant encore par J le Jacobien 
de a?!, X 2 , Xm par rapport à ces paramètres, cette première 
intégrale devient 

qu’on peut transformer directement en 

(36) ± SS 2lJp[ J I sdA^dX^ .... dA^ J 

— SSS 2 U - ' dX dX^ .... dX ^ds 
= ± SS 2pU IJ lsdX,d\^ .... dX^_, 

- SSS 2U i dx,dx^ .... dx„. 

Le coefficient de pVdXi dx^ ... dxm dans l'intégrale 
y^upie cette expression finale est forcément la valeur 
demandée de A 2 r : 

(37) A.r = j(,+.iyfiî»), 

Remarque. — Rappelons que le polynôme différentiel Aj, 
est identique à son adjoint, celui-ci étant, bien entendu, 
formé à la manière invariantive du n° 40 bis, puisque c’est 
à ce point de vue que nous venons de nous placer. Cette 
propriété, utilisée depuis l'appar^ition de la théorie du po- 
tentiel en ce qui concerne le symbole A de Laplace, tient, 


(1) On peut facilement (voir que cette quantité est ± 2 />«JU, c'est-à-dire 
celle qu’on trouve dans \36); mais cette v^fication est d'ailleurs inutile, 
car, en raison du lemme fondamental du Calcul des Variations, il ne peut 
exister deux transformations de la forme (36) pour la môme quantité (vala- 
bles pour 13 arbitraire), qui ne coïncident pas terme à terme. 
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dans le cas general comme dans ce cas particulier, au fait 
que le symbole \ (U, V) est symétrique par rapport aux 
deux fonctions dont il dépend. L’identité intégrale qui, au 
n® 40 bis, caractérise les polynômes adjoints, se déduit en 
effet, dans ces conditions, de notre formule (35) qui défi- 
nit A 2 , en échangeant les deux fonctions U et T (ou plutôt 
U et V, en remplaçant T par une fonction arbitraire V) 
qu’elle contient et soustrayant. 

La forme métrique H étant choisie comme il a été dit 
ci-dessus, les termes du second ordre de l’expression Aj 
sont identiques à ceux de l’équation donnée. 11 en résulte 
que celle-ci peut s’écrire, avec MM. Cotton et Levi Cività, 

tï) -t- ^ B, ^ 4- Cu = O, 

forme dont les avantages nous apparaîtront particulière- 
ment au Livre IV. 


59 bis. Il peut être intéressant de remarquer que l’équation (32) 
caractérise la forme présente de l’équation du conoïde caracté- 
ristique, c’est-à-dire qu’une fonction quelconque, holomorphe (^) 
autour de a, s’annulant sur le conoïde et vérifiant la formule (32), 
n’est autre que V elle-même. 

Car une telle quantité doit être de la forme 

rn 


(Il étant encore holomorphe). En substituant dans (32), on a : 

4iir = 4 - 2 n TA, (II, P) + r^A^n. 

ou [en raison de la formule (34) et en remarquant que l’équation 
est vérifiée pour II — 1] : 


n 

ds 


dll 

ds 


4n 


A,n - 1 


D] 


4n 


A,n O. 


(1) Par contre, il existe des solutions non holomorphes en nombre infini, 
savoir le carré de la distance géodésique (calculée par rapport à H) de 
(a:, x,n)t à* toute surface inscrite dans le conoïde. 
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Ceci montre que II = 1 sur tout le conoïde. d’où : 
n = 1 4- PR, 

l étant un exposant positif et la nouvelle fonction holomorphe R 
ne s’annulant pas sur toute la surface du conoïde. Mais ceci 
impliquerait une contradiction, car, en substituant II — 1 == F^R 
dans l’équation précédente, on trouverait que, sur le conoïde, 

s — -h (2f -4- 1)R — O, 
as 

équation qui n’admet d’autre solution régulière que zéro. 

60. Les principes précédents relatifs aux géodésiques et 
au premier paramètre différentiel Aj permettent de répon- 
dre à une question que nous nous étions posée au n® 40 et 
qui consiste à interpréter géométriquement, non seulement 
la direction transversale (conormale de M. d’Adhémar), 
mais aussi la grandeur de la variable infinitésimale dv qui 
figure dans la formule (F). Pour une pareille interprétation, 
il y a tout d’abord évidemment lieu de préciser le choix de 
l’élément précédemment appelé dS et dont dv dépend par 
l’intermédiaire des Nous supposerons qu’on a pris, au 
ÔÜl 

sens du n"" 39, dS = — ce qui laisse d’ailleurs encore 

provisoirement arbitraire le facteur de proportionnalité figu- 
rant dans dS tant que la forme donnée au premier mem- 
bre G de l’équation reste elle-même arbitraire. Les quan- 
tités TTi représenteront, dans ces conditions, les dérivées 

partielles ~ — 

OXi 

Cela posé, les équations (v) du iF 40, qui définissent la 
transversale ainsi que la quantité dv, sont de la même 
forme que les équations (Li) (n® 49) qui entrent dans la défi- 
nition des géodésiques. v ne sera donc autre chose que la 
variable s qui figure dans les équations d’une telle géodé- 
sique transversalle à S, si nous nous arrangeons pour que les 
variables p* correspondantes soient identiques aux 

On y arrive immédiatement si l’on suppose que le plan 
tangent à S n’est pas caractéristique, en prenant tout sim- 
plement pour G la distance géodésique (supposée petite) du 

Hudamard. 9 
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point X à S, distance qui, d'après les principes du Calcul 
des Variations, se compte sur une géodésique transversale 
à S. Cette géodésique n’étant elle-même pas bicaractéristi- 
que en vertu de l’hypothèse faite sur l’orientation de S, 
on pourra supposer que l’on y choisit une variable s préci- 
sément égale à l’arc de la courbe, mesuré à l’aide de la 
métrique H. Dans ces conditions, comme le montre la for- 
mule (31') du n° 58 (laquelle, d’après les principes du Calcul 
des Variations, s’applique lorsqu’on remplace par notre 

dG 

distance géodésique actuelle G), les dérivées ne sont 
autres que les pi. 

En prenant pour G la distance géodésique dont il s agit, 
la nariahle v n est autre que Varc s de transversale à S, 
c'est-à-dire que cette meme distance géodésique. 

60 bis. On ne peut, par contre, opérer ainsi si l’on veut 
que le résultat soit applicable même lorsque S est caracté- 
ristique : car, dans ce dernier cas, les transversales issues 
d’un point quelconque de S sont situées entièrement sur S 
elle-même et, inversement, il ne passe par aucun point x 
voisin de S sans être situé sur elle, une géodésique coupant 
transversalement S après un très petit parcours. On peut 
triompher de cette difficulté sous la première forme sui- 
vante. Sur la géodésique transversale à S au point a consi- 
déré (que' cette ligne soit ou sécante à S), soit pris un 
point a distinct du premier, et soit, comme précédemment, 
r le carré de la distance géodésique d’un point arbitraire x 
au point a. La surface S est, par construction, tangente à 
une surface r = const., de sorte que les quantités P<, demi- 
dérivées partielles de r, sont nécessairement proportion- 
nelles à celles de la quantité G, premier membre de l’équa- 
tion de S, et que l’on peut même choisir G de manière à 
ce que cette proportionnalité soit une égalité. Cela fait, et 

cTT 

l’élément dS étant pris en conséquence comme égal à 
on aura évidemment : 
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en appelant s la variable qui figure (n® 55) dans les équa- 
tions de la géodésique aa considérée comme ayant a pour 
origine. 

61. Cette première solution n’est évidemment qu’un pis 
aller, étant donné que la signification géométrique de la 
variable s n’apparaît elle-même pas clairement, surtout 
dans le cas d’une géodésique de longueur nulle qui est pré- 
cisément celui sur lequel nous devons, en ce moment, porter 
spécialement notre attention. Une réponse satisfaisante sera 
au contraire fournie par les propriétés du symbole (u, r) 
et, particulièrement, par sa symétrie par rapport aux deux 
fonctions qu’il contient. 

Introduisons en effet une fonction arbitraire ü et expri- 
du 

mons Les ît, étant pris respectivement égaux aux déri- 
vées partielles correspondantes de G, la quantité 

du 1 ^ du ôA 

dv • 2 àXi ÔTTi 

n’est autre que A^ (u, G), ce qui est d’ailleurs la générali- 
sation naturelle d’une définition classique de l’invariant en 
question comme lié à une dérivée normale (Darboux, Leçons, 
tome III, n® 673). 

Cette remarque faite, menons, par le point considéré « 
de S, une surface o- dont le plan tangent ne soit ni carac- 
téristique ni transversal à S, et soit Vj la direction transver- 
sale h O- au point a, laquelle, d’après la double hypothèse 
que nous venons de faire, n’est tangente ni à S, ni à cr. 
Nous pourrons donc désigner par u la distance géodésique 
(transversale) d’un point arbitraire a; à cr et par G la distance 
d’un tel point à S, comptée sur des géodésiques transver- 
sales à (r (cela, que S soiit ou non caractéristique). Cette 

dernière définition entraînera encore celle de dS = 

Conformément à ce qui vient d’être dit au n® 60, la varia- 
ble infinitésimale dvj [définie en prenant pour les quanti- 
tés ni, dans la formule (v) du n® 40, les dérivées partielle» 
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de w] ne sera autre chose que la valeur même de w. Or, il est 
clair que, le long de la gêodésique de direction menée 
au point considéré, les quantités u et G sont identiquement 
égales entre élles. On aura donc, en ce point : 



Or on a, d’autre part : 


dG 


A J (M,G) rr 


du 

"dT 


en vertu de la propriété de symétrie du symbole 

Donc la valeur de dv, en un point P de la transversale 
à S menée par a, nest autre que du, distance transversale 
de /3 à (T : ce qui résout la question. 

Par exemple, dans respaoe euclidien ordinaire, la cons- 
truction du n° 60 conduirait à prendre pour v la distance B 
du point /? à S, comptée normalement h la manière ordi- 
naire, dS ayant aussi sa signification géométrique ordi- 
naire. La construction indiquée en dernier lieu donnerait 
V = 8/ cos 0, en désignant par 0 Tangle des deux surfa- 
ces S, or; mais dS serait multiplié par cos 0. 

Lorsque S n’est pas caractéristique, on peut prendre cr 
confondu avec S lui-même et la construction est alors celle 
môme du n” 60. 


62. Construction de la solution élémentaire. — Ceci 
dit, nous allons aborder notre problème principal et recher- 
cher, pour l’équation donnée, une solution de la forme 

(38) U = ur^, 

r étant la fonction que l’on vient de former, dans laquelle 
le pôle a, de coordonnées a,, « 2 » . cim, sera considéré 
comme donné, et le point x(xi, Xz, Xm) comme varia- 
ble. Nous allons commencer par ne prendre que le cas 
analytique, de sorte que les coefficients seront supposés 
bolomorphes en x. 
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Joignons de nouveau x h a par une géodésique, 
laquelle on a : 




dx^ dx^ dxm 

ï dk ■” 1 dk ^ 1 diT “ 

2 dp, 2 dpa 2 dprn 


sur 


Ecrivons, sous ces conditions, Téquation (13) : Aj, tel 
qu’il est défini par (13 bis), est identiquement égal à 4, 
par l’équation (32). Quant à la quantité 


M 



dx^dxjf 



la formule (31) donne sa valeur à l’origine; on a 


dr 

âXidXk 


= 2H,, + 


et, par conséquent ^les dérivées étant initialement 
nulles ^ .* 

~ 2 A,-fc 1 -f- . . 


M 


2m- 


Les TTf de la formule (13), c’est-à-dire les dérivées de r, 
doivent être remplaCvés par 2Pj. 

Par conséquent [en divisant (13) par après avoir 

remplacé G par T] , on a : 


= + -Jr S” (0)=». 


et, pour r = 0 , en divisant par 2 et tenant compte de (34) 

(n° 59) : 



dU 

2s -3 h (m 4- 2p 

as 


■ 2+ ....)ü = o. 


(390 
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Puisque U doit être une fonction régulière de s, cette 
équation n est possible que si Von a : 

, m — 2 

(40) V = — — 2 — 

un entier positif ou nul; U est donc, pour s voisin 
de Tordre de Pour pi = o, et par conséquent, 

m — 2 


Pi étant 
de zéro, 

(40') 


U aura, au point a, une valeur différente de zéro. On la 

I 

prendra (^) égale à ^ inverse de la racine carrée du 

discriminant de A au point a. 

La solution u ainsi obtenue est la seule qu'il soit néces- 
saire de considérer, car les autres, déduites de pi > o, 
peuvent aisément se réduire à cette première. En effet u, 
une fois calculé, sera une fonction, non seulement des x, 
mais aussi des a, et ce sera une fonction analytique de ces 
diverses variables (^). Les quantités 


du du du 


sont solutions de Téquation donnée, et on voit immédia- 
tement qu’elles ont, au point a, la singularité correspondant 
à Pi = 1. On obtiendrait de même (’) la solution corres- 
pondant aux valeurs suivantes de pi, en différentiant de 
nouveau par rapport aux a. 


(1) Cette convention correspond à la forme que nous donnons ici au 

calcul et, en particulier, à la formation du polynôme adjoint telle que 

nous l’avons indiquée au n» 40. Dans le calcul invariantif, l’adjointe 

étant celle qui était formée au n® 40 bis, on prendra simplement 

= 1 (V. Appendice I). 

(2) Cette propriété de u peut être considérée comme presque évidente 

dans l’hypothèse présente de Aj^, 8,^. C holomorphes; elle s’ensuivra 

strictement, tout au moins pour m impair, du fait que chaque terme 
do la série (43) (V. plus bas) vérifie cette condition, et que, d’un autre 
côté, cette série est uniformément convergente. Ceci sera valable pour 
m pair, si on donne une précision suffisante à la définition de u. 

(3) Les solutions de M. Picard à singularité simultanément poleiire et 

logarithmique, pour m = 2 {Comptes-Rendus Ac. Sc., t. CXXXVI, p. 1293, 
juin 1903) résultent aussi de la solution élémentaire, telle qu’on l’a 

trouvée au n® 4j5, par le calcul indiqué dans le texte. 
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Mais, d’après ce qu’on a vu précédemment, il est toute 
une série de valeurs de m pour lesquelles aucune de ces 
solutions n’existe (du moins, en général), et pour lesquelles, 
par conséquent, le problème est généralement impossible : 
ce sont les valeurs paires, pour lesquelles le nombre p 
devient un entier négatif. On rencontrera naturellement de 
nouveau cette impossibilité, au cours du calcul qui déter- 
minera la solution. 


62 bis. Ce calcul utilisera d’abord l’équation (39') qui 
donne les valeurs de U sur le conoïde. On a ^puisque U 

1 \ 

est égal à sommet j : 


(41) 




ds 


Nous partirons d’une fonction üo égale dans tout V espace 
(ou dans toute la portion d’espace où r est défini) à 
l’expression ci-dessus; en d’autres termes, qui vérifie, dans 
tout cet espace, l’équation (39'). Uo sera une fonction holo- 
morphe des x, comme on le voit immédiatement si on prend 
les q coimme variables [comparer à l’équation (45 bis)]. On 
aura évidemment 

ü = Uo + ru„ 

Ui étant une fonction régulière. 

En remplaçant U par cette valeur dans l’équation (39), on 
verra que Ui doit vérifier l’équation 

(42) 2 (P + 1) ^ + (P + 1) (M + 4P) U. + (ü.) -H ^ (U,) 

= (P + 1) [ 4 s + (M + 4P) (ü.) + r2F(ü,) = 0 . 


On déterminera une fonction par l'équation 
(42') 4* + (M + 4P) U. + ^ (ü.) = O, 
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supposée vérifiée dans tout l’espace. Cette équation (quoi- 
que différentielle) admet une solution régulière et une 
seule; car elle s’écrit 


A 

ds 


sV, _ 1 

Uo “ 4(p-M)Uo 


(U„). 


et, si Ui doit rester fini pour s = o, ceci donne nécessai- 
rement : 


U» r ^ 

s X Hp + l) U 


Ui est, comme Uo, une fonction holomorphe des q, et, par 
conséquent, des x. 

Le reste du calcul est maintenant évident. On pose 
(43) U = Uo -h ru, + .... + r^u, + ...., 


et le développement ainsi écrit donnera une solution du 
problème si les Uh sont donnés par les équations succes- 
sives [où chaque premier membre est le coeflicient de 
(p + h) dans ^ (Ur^)] C) 


(44) 

d’OLl 

(440 


/iS 


d\Jn 

ds 


-f- [M 4- 4(p 4- h — D] U, 

1 


p4-h 


(U,.,) = O 


U. = ° - 

'* 4(p4-/i)s‘ 




Si m est impair et que, par conséquent, p n’est pas 


(1) On voit que cette mét'hode permettra de construire la solution 
(unique) de I» forme n rr: UFp'+i pour toute équation aux dérivées 
partielles donnée telle que ^(u) — WFp' (avec W holomorphe) à 
condition que p' ne soit égal à aucun des nombres : 

m — 2 m — 2 m — 2 

— 2 “■ 2 “ 2 "" ’*■' 

Au contraire, quand p prend une des valeurs précédentes, l’équation 
n’admet pas de solution de la forme UF^'+i, comme il apparaît dans 
le texte (ni, comme on peut le voir aussi, de solution algébroïde 
quelconque). 
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entier, tous les (p -f- h) seront égaux à des entiers plus j : 
donc, toutes les expressions (44') existeront. Elles seront 
des fonctions holomorphes : si les q (ou, ce qui revient 
au même, les variables normales de Lipschitz) sont pris 
comme variables indépendantes, et que la quantité 
t 

— (U/t-i) ait Texpression 
tJo 

(45) -rr— S» Qg -f- Qj -4-02 .... + Q* -}- . . . . , 

OÙ Qo, Qi, .... sont des polynômes homogènes par rapport 
aux variables ainsi choisies (leurs degrés étant marqués par 
leurs indices), on aura : 

(45 hrs) — 4 (p + ;i)/, — 4 (p + h) (h + 1) 

_ * O _ 

i(p + h){h-hk) 

une expression semblable — dans laquelle on doit rem- 
placer h par zéro et le second membre (45) par 

— s’appliquant aussi à log Uo, en raison de (41) (et avec 
l’addition du terme constant — j log lAa|). 

Si les coefficients étaient simplement réguliers (n® 9), on 
serait cependant ù même de dire que les existent, avec 
la définition et les propriétés ci-dessus, jusqu’à une cer- 
taine valeur de h. 

63. En admettant que les coefficients sont holomorphes, 
il faut maintenant démontrer la convergence de la série (43). 

Dans ce but, nous allons former, cette fois, directement 
(et non plus par comparaison), des fonctions majorantes 
pour les termes successifs. 

On simplifiera un peu le calcul par un changement 
d’inconnue. Après avoir déterminé Uo comme on l’a dit pré- 
rédemment, nous allons, au lieu de (E), introduire la nou- 
velle équation : 

(U„u) = O 
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Il est évid-ent que toute solution de (Ei) se déduit d’une 
solution correspondante de (E) en divisant par Uo, et aussi 
que les solutions élémentaires des deux équations sont liées 
de la même façon (à la multiplication par un facteur cons- 
tant près); et (nous reviendrons sur ce point au Livre IV) 
ceci s’applique à chaque terme dans les développements 
des deux numérateurs. C’est ce qu’on vérifie, en particulier, 
aisément pour Uo (0. Par conséquent, la nouvelle valeur 
de Uo correspondant à l’équation (Ei) se réduira à la 
constante : 

1 

Admettons encore que, pour les x, on ait pris des varia- 
bles normales (*) (les q ou les variables normales de 
Lipschitz) par rapport au pôle donné a. 

Soit (T la somme des valeurs absolues des variables ainsi 
adoptées. Chaque coefficient de l’équation donnée (Ei) 
admettra (si les constantes positives a, r sont convenable- 
ment choisies) la majorante 


a 


(T 



de sorte que (le signe « indiquant, comme d’ordinaire, 
les fonctions majorées), si l’on a 

(46) t) « 

on aura aussi [en tenant compte de ce que ^ renferme un 



(1) Il y a avantage, pour cela, à prendre l’équation donnée sous la 

forme (l) (59, Rem. II) de manière à mettre en évidence, au premier 
membre, la quantité et à utiliser les relations données par 

Darboux (Leçons, t. III, n^ 679), ainsi que la formule (37) du n® 59. 

(2) Les opérations définies par les formules (39^), (44) sont manifeste- 
ment invariantes par une transformation ponctuelle effectuée sur les 
variables indépendantes. 
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terme non différentié, m termies du premier ordre (^) et 
termes du second] : 


(47) ^ (ü) « -7 T avec 

{'-t) 


«-=.[ 


m m‘ 
1 H 1 : 

r r - 


Dans ces conditions, on va voir qu’on peut écrire 


U. « 


(T \2A 

'-7 


OÙ les K sont des nombres positifs que nous allons calculer 
un peu plus loin. 

Admettons que l’inégalité (48) est vérifiée pour une cer- 
taine valeur de h, et démontrons-la en changeant h en 
ù -h 1. On a (en se rappelant que Uo est une constante) : 




a'Kn,2h(2h 4- 1) 


CT \2A+3 

1-7 


d’où, pour Ua+ 1 , 


TT o^^Ka.^ù(2/i 4 - 1) ^ J_ 


cr \2a^3 

.‘-7 


Le facteur 


■h. 


peut s’écrire (comme (r est proportionnel à 5 sur chaque 
géodésique) : 


(‘- 7 )’ 


(1) Nous comptons pour deux termes -le terme double 
d^u _ d^u 

dxidxif ““ ^ iiÊ 
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et, comme on peut le voir aisément (^), est majoré, puisque 
par 

1 1 

(l - O- ^21+2' 

Par conséquent, 

P a'K».2;,(2?. + 1) 1 

4(/i + l)(p + h + l) _ (T y/i+2' 

Ceci est de la forme demandée 


avec 


U.,. « 


( 4 + 1 ) ’ 


2/i(2fe + l) 

‘+> “ ^(h-+-i)(p + h-+-i)’ 


Le rapport 


K. 




tendant, pour h — oc, 


finie a', la série (43) convergera pour |r| 


vers la limite 



L’existence de ii est donc complètement démontrée. 

On peut ajouter que, si on fait varier le point a dans une 
région quelconque strictement inférieure à Cfl, les nom- 
bres r, a auront, le premier un minimum, le second un 
maximum, de sorte que la convergence de l’expression (43) 
sera uniforme. 


64. Remarquons que l’analyse ci-dessus s’applique, sans 
aucune modification, à la détermination de la solution holo- 
morphe de (E) admettant des valeurs données sur le conoïde 


(1) Car 

a-h+i — jr Q-h r (jr I — lo*j 

” J ~ ^ + l rj 





J “ 


(si / > h + 2). 
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caractéristique, à condition qu’on connaisse déjà une fonc- 
tion holomorphe quelconque qui admette ces mêmes 
valeurs pour T = o. En écrivant 

(49) u=:Uo-h 01, r -h .... 4- oi,r*^ -f- 

les équations aux Uk successifs seront les précédentes, dans 
lesquelles on fera p = o, savoir 

4s + Mai, + êF (ai„) == O, 

as 


is- 


dOl, 


+ (M + /tk — 4) ai^ + 


4 


OU, en intégrant de nouveau à l’aide de Uo : 


(490 




) âs. 


Un tel problème admet donc une solution holomorphe 
(et une seule). 


65. Supposons maintenant m pair : soit, par exemple, 
m = 4, d’où P = — 1. Uo ayant encore la valeur (41), 
l’équation (42) devient une impossibilité si l’on n’a pas 

^(Uo) =0 

tout le long du conoïde caractéristique. 

Il est évident que cette condition ne sera pas vérifiée en 
général. Si, par exemple, tous les coefficients de l’équation 
étaient donnés à l’exception de G, elle ferait connaître les 
valeurs de G sur tout le conoïde ayant a comme sommet 
[puisque l’expression de Uo est indépendante de G et diffé- 
rente de zéro (^)] . 


(1) Les conditions pour que ceci se passe [et par conséquent pour 
qu’il existe une solution élémentaire de la forme (38)] pour toute 
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Une conclusion semblable apparaîtrait évidemment pour 

toute autre valeur paire de m, T impossibilité venant de 

m — 2 

réquation (44) qui correspond h h = — P ~ — 2 — ’ 
savoir : 

(50) =0. 

Les résultats précédents de M. Picard (V. n® 46) condui- 
sent à compléter l’expression (37) par raddition d^un terme 
logarithmique, en posant : 

(51) M = ur*» — 01 log r. 

Si on substitue cette nouvelle valeur de u, on trouve : 

^ (Ur») - ^ + (M - 4) ni] i - log r ^ (Ot) == O 

où le premier terme a déjà été développé suivant les puis- 
sances de r. 

Comme auparavant, les termes logarithmiques ne dispa- 
raîtront que si 01 lui-même est une solution (^) de (E). 
De plus, en tenant compte du développement écrit plus 
haut (t/), on voit que les équations (44) correspondant 
h h < — p, ne sont pas modifiées. Mais, pour h = — p, 

1 

c’est-à-dire la valeur qui annule le coefficient de -p > 
écrire, au lieu de (44) : 

Mi 

(52) 4s + (M - 4) Ot ^ (L.p-x) 0, 

équation qu’on voit aussitôt être de la même forme que les 
formules (44'), et n’en différant que par l’absence du déno- 
minateur (qui aurait été nul) ainsi que par un changement 
de signe. 


position de a, demanderaient une investigation beaucoup plus difficile : 
mais cette recherche serait particulièrement timportante, comme nous 
le verrons au Livre IV. On peut ajouter que la valeur (37) obtenue 
ci-dessus (n® 59) pour y jouerait un rôle important. 

(1) Ceci démontre qu’on n’a pas à examiner une solution de la 
forme : _ 

VTP + qtrfl log r 

avec q O, puisque la solution «Xtrc ne peut pas exister. Les infinis 
algébriques et logarithmiques ne se multiplient pas l’un par l’autre 
dans le problème actuel. 
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Soit ^0 la fonction définie, dans toute la région CH, par 
l’équation différentielle (52). Il doit être la solution de (E) 
qui admet sur le conoïde la même valeur que ‘Uq. 

On vient de voir comment cette fonction doit être 
déterminée. Les coefficients de son développement (49) sui- 
vant les puissances de T dépendent des équations (49'). On 
voit de nouveau qu’ils sont exactement les mêmes que celles 
qui déterminent les Uh en prenant h = p -h k. 

En d’autres termes, on est conduit exactement aux 
mêmes opérations que tout à V heure (à un coeffi- 
cient numérique près, dont le changement est introduit 
par le calcul de ^o), U-p+k, pour /c = o, 1, 2, étant 
maintenant désigné par 

Or, réciproquement, si on calcule les Uh pour h = o, 1, 
2, ( — P — 1) et ^ comme on vient de l’expliquer, et 

si on substitue dans l’équation donnée il’expression 

~ P — 1 

(83) - U log r + T' 2 ü,r\ 

P = O 

il résulte de ce que nous avons dit que, dans le résultat 
de la substitution, les termes en -p et log T vont 

disparaître. Le résultat de cette substitution, désigné par 
JH, sera, par conséquent, une fonction holomorphe, et 
tout ce qui reste à faire est d’ajouter à l’expression (53) 
une solution holomorphe quelconque w de l’équation 

— JR, 

(dont l’existence s’ensuit du théorème fondamental de 
Cauchy) pour obtenir une solution 

— P — i 

U = — U log r + ur», (ü = wir- + ^ 

de l’équation donnée (0* 


(1) On pourrait aussi trouver w en l’écrivant : 

«, = w, + w^,r + + H- , 

substituant la valeur totale de u dans l’équation, et égalant à zéro les 
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En ce cas, au contraire de ce qui s'est passé pour m 
impair, il y a un large degré d'indétermination pour le 
résultat, puisque w peut être modifié par l'addition de 
toute solution régulière de (E). 

On a ainsi réussi à calculer la solution élémentaire (pour 
toute équation non parabolique) sous l’hypothèse que les 
coefficients sont analytiques. On verra plus tard comment 
l'on peut atteindre le même résultat dans l’hypothèse 
contraire. 

66. Application au cas elliptique. — En s’en tenant à 
l’hypothèse analytique, tout ceci est commun aux cas 
elliptique et hyperbolique. A l'avenir, nous ne nous occupe- 
rons que de ce dernier; mais il faut noter que l’existence de 
la solution élémentaire est la hase sur laquelle repose la 
théorie des équations elliptiques à coefficients analytiques, 
à iaquelle on étend les propriétés principales rencontrées 
pour Au O. On peut immédiatement énoncer, pour le 
cas général, les propriétés obtenues par M. Sommerfeld (^) 
pour deux variables, telles que : 

Une équation elliptique à coefficients analytiques n a que 
des solutions analytiques (à l’intérieur de leur domaine 
d’existence, limite exclue); 

Si deux solutions d’une telle équation sont tangentes 
l’une à l’autre (^) le long d’une surface, elles sont le pro- 
longement analytique l’une de l’autre, 


coefficients des puissances de F supérieures à — p — 1, qui n’ont pas été 
considérées jusqu’à jirésent ; ceci donne les successifs par 

+ (M + '‘fc - '‘)W-p + » 

+ i - 4*-^ -{M + Sk- 4)atJ = 0 

à partir de W_p+^, tandis que W_p reste arbitraire, donnant ainsi l’in- 
détermination demandée. 

Le résultat dépendra analytiquement des coordonnées du pôle si on a 
soin de choisir cet élément arbitraire (pour chaque position de a) d’après 
une loi analytique déterminée : par exemple, si on convient de prendre 

ü-p = O. 

(1) Encycîopadie der Math. Wissensch., II A. 7 c. 

(2) V. n. 1, p. 22. 
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dont la démonstration se fait en remplaçant seulement 

1 1 

log ~ ou — “à" par la solution élémentaire dans le 

raisonnement oliassique donné par Duhem (^); puis, en consi- 
dérant des fonctions analogues à celles de Green (^); 

Pour une surface telle que le problème de déterminer à 
son intérieur une solution de Véquation adjointe par ses 
valeurs à la frontière, soit toujours possible, le problème est 
déterminé pour Véquation donnée; 
etc... 


67. Le cas parabolique demeure en dehors de l’analyse 
précédente. Le rôle des solutions élémentaires est joué, 
dans ce cas, par une quantité dont la valeur : 


(54) 



-4- -I- 

ou e~ 
v'< 


est bien connue pour l’équation classique de la chaleur 


d^u 

ü?' 


du 

dy 


= -- — ou Au = 


du 

IT' 


L’extension à l’équation plus générale contenant les 
mêmes termes du second ordre avec des termes du premier 
ordre, est due à M. Oevrey (^) et à nous-même. Nous ne 
donnerons pas de plus amples détails sur l’équation para- 
bolique, sujet qui a été traité magistralement par M. Vol- 
terra, dans ses conférences à Stockholm, déjà citées. Nous 
renvoyons simplement à ces ouvrages, et l’on peut aussi 
noter qu’il serait possible d’obtenir la solution élémen- 
taire pour l’équation parabolique — même la plus générale 


(1) Ceci tient au fait que la solution élémentaire est une fonction 
analytique, non seulement des x, mais aussi des a. 

(2) On doit ici noter que, dans le cas elliptique, on peut modifier la 
solution élémentaire par addition de solutions régulières de (E) (comme 
cela doit arriver pour les fonctions de Green), tout à fait quelconques 
par ailleurs (tant qu’on ne se sert pas des conditions aux limites) aussi 
bien pour m impair que pour m pair : ce qui ne sera pas le cas pour 
nos calculs futurs concernant les équations hyperboliques. 

(3> V. Comptes Rendus Ac. Sc., t. CLII, 1911, et Gevrey, Thèse, Paris, 
1913, chap. V. 

Hadàmard. 10 
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— par un passage à la limite qui la déduirait du cas ellip- 
tique ou hyperbolique, dans lequel les coefficients varie- 
raient de telle sorte qu'un carré de la forme caractéristique 
tendrait vers zéro. Par exemple, on obtient ainsi sans 
difficulté la première expression (54) comme valeur limite 
de la fonction de Riemann. 

Soit le cas le plus simple de l'équation 


(55) 


d*u âu 

~~ âÿ 


on la considérera comme un cas limite (pour K = o) de 


(550 


â^u ^ ^ â^u âu 

âx^ âxây ây 


(K étant une constante) que l'on peut rapporter à ses carac- 
téristiques en introduisant les nouvelles variables 


y = Y, 



= X. 


Elle prend ainsi la forme (pratiquement équivalente à 
celle qu’on nomme « équation des télégraphistes ») : 

â^u i du âu 
àXdY ^ K dX ~'W 


pour laquelle la fonction de Riemann — Xq, étant, pour 
plus de simplicité, égalés à zéro — est (^) : 

J 


'.W¥). 


J„ étant la fonction transcendante entière de Bessel 


J.0=1 




2M ^ 2*. (21) 


, — -f- (— 1)’“ 


2". (h!)» 


Ceci donne, pour les anciennes variables, 


v56) 



(1) V. plus loin, no 69. 



LA SOLUTION ÉLÉMENTAIRE 


147 


Or, quand K tend vers o, l'argument qui figure dans J* 
devient infini, cas pour lequel la fonction de Bessel admet 
une évaluation asymptotique bien connue, savoir : 

6*» 

•'« ~ 7^- 

Si, d’un autre côté, on développe ^/y (Kx — y) jusqu’aux 
termes en K* 

[savoir J (%y -Kx- 


on voit que l’expression (56) se réduit pratiquement à 


_K ^ 

V4Ï j/y 


£i 

iy 


qui est précisément la quantité fondamentale empiloyée 
dans la théorie de l’équation (55), au facteur près 

Y ^7f 

(lequel est détruit par un dénominateur correspondant 
quand on le substitue dans la formule du n* 42). 


68. Conclusions générales. — En réunissant ce que l’on 
a trouvé pour le cas non parabolique, on voit que : 

Une équation linéaire aux dérivées partielles non para- 
bolique (analytique) du second ordre, à m variables indé- 
pendantes, admet une solution élémentaire ayant comme 
pôle un point arbitraire de V espace à m dimensions, 
r == o étant Véquation du conôïde caractéristique de 

sommet a, cette solution élémentaire est de la forme r ' a ' 

r~ 

^ en désignant par U une fonction holomorphe qui prend 
au pôle a même, la valeur pour m impair; elle est 

de la forme — — *11 log T (èn désignant par ^ une 

r ^ 

autre fonction holomorphe qui peut être nulle) pour m pair. 
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Dans le premier cas, V expression de celte solution est 
complètement déterminée. 


69. Quelques exemples courants. — La solution élémen- 
taire de Au — 0 , pour m > 2 variables, est : 



Ceci (en ne distinguant pas encore le réel et T imaginaire) 
donne immédiatement le résultat correspondant pour (cg), 
(cg), .... et, en général, pour toute équation (équations 
— 0 de M. Coulon) de la forme 



U “ O, 


savoir : 



pour A^-"* 0 , et, par exemple, pour (Ca) : 

1 


Pour réquation, un peu plus générale, des ondes 
amorties (^) : 


(57) 


à^u 


d^u _ j_ 


â^u 


Km 


O, 


le résultat correspondant peut être obtenu facilement par 


(1) On rappelle qu’on peut ramener toute équation linéaire du second 
ordre à coefficients constants (non parabolique) à la forme ci-dessus, 
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une simple généralisation de oe calcul. En posant d’abord 
ü)i sJ — 1 = Xm, kj — 1 = flm, de sorte que l’équation 

devient : 


et 


à^\x 

dx^ 


-f* 




dx\ 


d^u 


-f- Kw = O, 





on prend pour u une fonction de p, pour laqueJlle nous 
avons l’équation différentielle ordinaire de Bessel : 


( 38 ) 


d^u 



du 

dp 


-j- Ku — O. 


Cette équation a la propriété que, lorsqu’on en connaît 
une solution u pour une valeur spéciale m= rrio de m, on a 
une solution de l’équation correspondant à m = nio -h 2, 
par 


( 39 ) 



du 

dp 


de sorte qu’il suffit de l’intégrer pour m == 1, 2. 

Pour m = 1, ^ “ gj^ I (v^K/ô), ce qui donne la 

réponse pour m = 3, 5, savoir pour m = 3, 

• cos I (VKp), où — de même que pour les valeurs 
impaires suivantes de m — le symbofle cos doit être pris 
pour obtenir la solution élémentaire demandée. Si, confor- 
mément à oe que l’on a dit au n*" 58 et que nous aurons 
le plus souvent à faire dans les Livres suivants, on écrit 
les résultats comme si tous les signes de (37) étaient changés, 
de manière à introduire 


— - Io )2 — (a; — (y ~ 


car 1° une transformation linéaire des variables l’amène à la forme ; 



S 


du 

dxi 


+ pu z= O 


et que 2® les coefficients a, se réduisent à zéro par un changement 
d’inconnue, savoir 


_ g— i (û, -t- .... + x^) 
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comme valeur de T, on trouve ainsi, pour l’équation des 
ondes cylindriques amorties 


(E,) 


1 â^u f d^u 



— Ku O, 


la solution élémentaire : 


.. _ Ch ^/Kr<o»(t-0»-(x-a;„)»-(ÿ-ÿ„)^] 

m U -O,. 

(où apparaît un cosinus hyperbolique, en raison du dit 
changement de signe de T). 

Pour m = 2, réquation (58) a une solution holomorphe 
et une solution logarithmique, cette dernière donnant la 
solution élémentaire. Toutes deux sont exprimées par la 
fonction de Bessel 


^4 «k 

J TA = 1 — -2 — 1 ^ 4- ( — i)^ — 2 4 , 

•'o '^v A 2^ ^ 2^.(2!)^ ^ ^ 2^'^.(h!)* 

et, en particulier, la solution logarithmique de (58) est : 

( 61 ) l.(psr^)Hp-\-w [p^=:u^^(t-t,y^(x~x,y] 


(w holomorphe) de sorte que (avec la même remarque que 
plus haut pour le signe), cette formule donne la solution 
élémentaire de 


â^u 1 

dX^ CD^ 


â^u 

ât^ 


Ku 


Par conséquent, pour m — 4, une solution de (58) dérive 
de la précédente [savoir (61)], à l’aide de la relation (59), 
ce qui donne 


I J ' ST fT ^ 

— \ (/o-v/— It) JJip^—ll) log P 4- fonction holomorpl 

P P 




4- fonction holomorphe, 


où 

p2 = a>*(t to)* — (a; — x^y — (y — {z — Zo)“ = ^ 
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et où ia fonction (entière) j est 

J„(2/=^) =j(X) 

= i + ± + JL+ + 

1» (21)> ^ ^ (ni)» ^ 


avec 


i'W = 


dX' 


Ceci donne la solution élémentaire de Téquation des 
ondes sphériques amorties 


(E,) 


1 â^u â^u (pu d^u 

dt^ dx^ dy^ dz* 


savoir, puisque le facteur de — doit être initialement 


(61 bis) 




log r + fonction holomorphe, 


laquelle quantité admet la singularité demandée pour 

w*(t — (x ~ Xo)* — (y — t/o)* — (2 ~ = O. 

Le numérateur du premier terme peut être remplacé par 
la constante w, puisque l’altération correspondante de la 
fraction consiste en une fonction holomorphe. Mais ceci ne 
serait plus valable si on considérait la formation de la 
solution élémentaire de (57) pour m = 6, 8, par appli- 

cations successives de l’opération f59) à l’expression ci- 
dessus 


70. Ettets de la descente. — - Il est utile de voir ce que 
deviennent ces calculs si on applique la « méthode de 
descente » dont il a été parlé plus haut (n® 29). 

En d’autres termes, on va considérer, en même temps 
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que réquation (u) = o contenant m variables indépen- 
dantes, la nouvelle équation 

3^. (U) = sr („) _ = O, 

où Z est une variable indépendante supplémentaire qui ne 
figure dans aucun des coefficients. Pour cette nouvelle équa- 
tion, on considérera de nouveau le conoïde caractéristique 

r = O de sommet (oii, 02, , «m, c) si on désigne par c 

une valeur déterminée quelconque de la (m -}- 1)® coor- 
donnée s. La nouvelle forme caractéristique étant 

A'(P„ .... P^, R) A(P„....,PJ-R^ 

il faut compléter les équations (L) par 

dz dr 

— r O 

(r et R étant des variables supplémentaires respectivement 
analogues à pi, ..., Pi, ..., Pm), ce qui donne r = const., 
Z — c = ST = R. Par conséquent : 

r = «2 [A(pi, ...., pj — r^] 

== A(P„ ...., PJ ^ R2 = r - (2 - c)^ 

M', nouvelle valeur de M [formule (12)] , est évidemment 
égal à M -4- 2. 

Donc, si (c étant pris égal à zéro) on veut former la 
fonction 

U' Uo' 4 - u/r -f- .... 

= Uo' -4 u/(r - z^) 4- .... 4- U\(r - z^)^ 4- .... 


analogue à U, on sera conduit à écrire les équations suc- 
cessives : 


= 2 


dUp' ÔA 

I dXi âPi 

dUo' dA 


+ [m' + 4 (p - y) - 4 ] u; 


t?P, 


4R 


d* 


(M + 


4) u; = O, 
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âA 

' 2mÀ àXi 


4R + (M' + 4P - 2) U/ 
oz 


P+ 2 


Y (UoO 




4- 


(U„0 = O, 


P + ^ 


£V 

dXi 


âA 


- 4R^ + [m' H- 4(p - |+h)]u,. 


+ — - — (U/-.) 

V + h-- 


2 


dVn' dk 
dx, dP( 



[M + 4(p 4- h — 1) U/ 


4- (U\_,)= o. 

P + h-- 


La première d’entre elles ne diffère de réquation (39') qui 

dU 

est vérifiée par Uo, que par le terme en : par consé- 
quent, elle est aussi vérifiée par Uo; et, comme on sait que 

1 

cette équation, avec la condition de prendre la valeur 

en a, la détermine entièrement, on voit que Uo' n’est pas 
distinct C) de Uq. 


(1) Cette même conclusion apparaît aisément, si on considère les 
successifs comme déterminés par (45 bis). 
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De la même façon, la deuxième équation, définissant U/ 
[dans laquelle (Uo') = (Uo) — ^(Uo)] est vérifiée 



et, comme sa solution régulière autour de a est unique, il 
faut que Ui' ait précisément cette valeur (^). 

Chacune des équations successives se comportera de la 
même façon, et on voit que tous les U' sont indépendants 
de Z et ne diffèrent des U correspondants que par des fac- 
teurs numériques : on a 



ces relations restant valables jusqu’à ce que le dénominateur 
ou le numérateur (suivant la parité de m) devienne nul en 
raison de p + à = o ou de p -f- à — i = o; ensuite elles 
resteront valables en changeant seulement la valeur du 
facteur numérique, savoir (*) : 

( 62 èts) UVifk = U/ 

I . 

(m— 2)(m — 3) ....1 ‘ 2 ‘ 




(1) Voir la note précédente. 

.â) Le changement consiste simplement, oomme on l’a w auparavant 
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à partir de /i = ^ — p = mi — 1, pour m impair 
= 2 mi — 1 ; et : 


(62 ter) 


( mi — 3 ) ....1 



2 


2 


T + 

(avec 11» = ^,+*), 


à partir de /i — — p = mi — 1, pour m pair = 2 mi. 

Au Livre IV, on retrouvera tout oeci sous une forme plus 
simple et plus instructive, montrant les relations qui exis- 
tent, non seulement entre les coefficients U^, U/ dans les 
développements des solutions élémentaires, mais aussi 
entre ces solutions élémentaires elles-mêmes. 


à remplacer le facteur o par — 1 quand il se présente dans le numé- 
rateur ou le dénominateur de (62), tous les autres facteurs restant 
Inchangés. 

On a inscrit séparément, dans les seconds membres de (62 bis) et de 
'62 ter], les facteurs correspondants à cette circonstance. 



NOTE ADDITIONNELLE 


SUR LES ÉQUATIONS DES GÉODÉSIQUES 


On a considéré ci-dessus 1-es géodésiques définies par les 
équations de Hamilton (^) : 

. . dXj i ôA . dpi 1 dA 

ds 2 âpi ’ ds 2 âXi 

et, en particulier, celles qui partent d’un point déterminé 
a(ai, « 2 , • «m). L’intégrale générale des équations (L) — 

autrement dit, la géodésique la plus générale, avec sa repré- 
sentation la plus générale h l’aide de la variable indépen- 
dante s (laquelle n’est définie qu’à une transformation du 
premier degré près) — dépend de 2 m constantes arbitraires 
Pi, P 21 . P 2 m. Quant aux géodésiques qui partent du point 
donné a, chacune d’elles est caractérisée par les valeurs 
de m — 1 paramètres A 2 , Ki-u de sorte que les 
coordonnées x sont fonctions de ces paramètres et de .s. 

Nous avons eu aussi à considérer les dérivées de ces 
fonctions non seulement par rapport à s, mais aussi par 
rapport à n’importe lequel des A ou des p. Des théorèmes 
généraux, aujourd’hui classiques (^), montrent que de telles 
dérivées partielles : 

X^ y X2 , * ‘ X Pi i P2 1 i P m 


(1) Dans les applications que nous aurons à faire des principes qui 
vont suivre, les dérivations par rapport à s seront désignées par le 
symbole de Newton £, ce qui nous permet d’employer l’accent habituel 
pour les équations et les incofanues du système auxiliaire. 

(2) V., par exemple, Goursat, Cours d’Analyse, 2® édition, t. III (1913), 
chap. XXIÎI, en particulier 11 ° 462; nos Leçons sur le. Calcul des Variations, 
no* 26-22, ou notre Cours X Analyse, t. II, no 243 bis. 
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existent (^), et sur une géodésique déterminée — en d’a.utres 
termes, pour tout système déterminé de valeurs des A ou 
des ^ — vérifient le système différentiel linéaire, les « équa- 
tions aux variations » d’après la terminologie de Poincaré 
(« système auxiliaire » de Darboux) : 


dxf 1 ôA' 

ds 2 âpi 


dp/ 

ds 


1 dA' 

2 àXi 


(i ~ 1, 2, m) , 


A' étant une forme quadratique en a; et p [savoir la partie 
quadratique du développement de Taylor de 

A(Xi + x/, -H x/, -f- 


Pi H- Pl'. P2 -4- p/, p„. H- Pm) 


suivant les puissances de x/, x^, p/, P 2 ’, p'm]. Les 

dérivées par rapport aux A sont des solutions de ce système 
telles que les Xi sont initialement nuis, puisqu’on se limite 
aux géodésiques d’origine commune a. 

On peut dire la même chose des dérivées partielles d’or- 
dres supérieurs par rapport aux A (ou aux p). Si x/', p" ne 
désignent plus des dérivées du premier ordre, mais celles 
d’ordre h, relativement aux A, par exemple, — soit 

‘ d\,\ dX/ ’ dX^", dX," ’ 


— de telles quantités vérifient un système linéaire [ne 
différant de (L') que par la non-homogénéité] : 


(L") 


dx/' 1 ôA' 

17 “ 1 


dp/' 

ds 


1 ÔA' 

2 âx/' 




où les X et les P dépendent de dérivées déjà connues des x 
et des p, c’est-à-dire de dérivées d’ordre inférieur à à, et 
contiennent aussi les coefficients et leurs dérivées par- 
tielles jusqu’à l’ordre {h — 1). Les x" sont encore nuis pour 
5 == O (du moment qu’il s’agit de dérivées prises par rap- 
port aux A) et, par conséquent, sont au moins du premier 
ordre en s. 


(1) Le choix des A est supposé tel que les Po,- en dépendent régu 
lièrement. 
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Ceci ne montre pas seulement que Ton peut pariler des 
dérivées en question, mais aussi permet — ce qui peut 
être utile — d'obtenir pour elles des limites supérieures en 
valeur absolue, si on connaît : 1® leurs valeurs initiales 
(ou, au moins, des limites supérieures correspondantes); 
2® des limites supérieures pour les vaileurs absolues des A.fc 
et de leurs dérivées jusqu'au (h + 1)® ordre. En ce qui 
concerne le premier système aux variations (L'), ce fait est 
une conséquence des méthodes bien connues employées pour 
démontrer le théorème fondamental de la théorie des 
équations différentielles (^); pour les systèmes suivants (L")» 
on peut le démontrer de la même manière, ou plus sim- 
plement, Ile déduire de l'intégration bien connue d’un sys- 
tème linéaire à second membre, une fois le système sans 
second membre correspondant intégré. 

On déduit aussi des remarques précédentes que la trans- 
formation ponctuelle (n® 57) qui introduit les variables 
normales au lieu des x, ^st régulière (jusqu’au même ordre 
moins un, que les A<fc) dans toute la région (Jt où elle est 
définie (n® 57 bis). 

On peut considérer les expressions des solutions x, p hnn 
autre point de vue : car elles dépendent non seulement 
des valeurs initiales correspondantes, mais aussi des fonc- 
tions kiïc (xi, Xa, Xm) qui représentent les coefficients de 
l'équation aux dérivées partielles (coefficients des termes 
du second ordre). On peut chercher leur ordre de continuité 
(Livre I, 20 bis) par rapport à ces Atu. 

Il suit de ce qui précède que cet ordre est 1 pour les a?, p 
eux-mêmes, 2 pour leurs dérivées premières par rapport 
aux A, ...., (h -1- 1) pour les dérivées d'ordre h. Si on a 
construit une géodésique déterminée à partir de a pour une 


(1) La démonstration de M. Picard pour le théorème fondamental donne 
rénoncé suivant : « Si, dans le système linéaire sans second membre : 

yi + y2+ + “iN^N (t = 1, 2 N) , 

les üijf ont des valeuire labso'lnes qui sont partout inférieures à K, et si les 
valeurs initiales (valeurs pour « = o) des y sont toutes inférieures à M, 
on a, pour toute valeur de s, (y<| < MeNK#. ». 
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équation donnée ff (u) = o, dont les coefficients (pour les 
termes du second ordre) sont A», les équations de cette 
courbe étant valables dans Tintervalle o < |sl < 5o, et 
si, nous donnant un nombre positif quelconque Sq plus 
petit que So et un nombre positif quelconque n, que^lque 
petit qu'il soit, on considère les valeurs modifiées 
kik -f* SAffc les plus générales, telles que les accroissements 
SAffc et leurs dérivées partielles du premier ordre aient des 
valeurs absolues partout inférieures à e, la quantité £ peut 
être choisie suffisamment petite pour que, pour toute alté- 
ration de ce genre (') des A^* : 1® il parte de a, avec les 
mêmes po< que primitivement, une géodésique de la nou- 
velle espèce, dont les équations sont valables pour 
0 < |5| < 5o'; 2® les valeurs des x et des p, pour cette nou- 
velle géodésique, ne diffèrent des valeurs correspondantes 
pour la géodésique primitive, que d'accroissements plus 
petits que n. Ceci se déduit immédiatement de la démons- 
tration générale du théorème fondamental; et la conclusion 
correspondante est de même valable pour les dérivées des 
X et des p considérées plus haut. 


(1) Il est bien entendu, naturellement, que la condition de Lipschitz 
(puisque supposée dans le tîiéorème fondamental) est remplie par les 
dérivées premières (par rapport aux x et aux p eux-mômes) des nouveaux 
A,fc comme des anciens. 
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LES ÉQUATIONS A NOMBRE IMPAIR DE 
VARIABLES INDÉPENDANTES 
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CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION D’UNE NOUVELLE SORTE 
D’INTËGRALES GÉNÉRALISÉES 


I. — Discussion de résultats antérieurs. 

71. Nous allons voir maintenant quel usage on peut 
faire de la solution élémentaire et quelle est sa relation 
avec les fonctions précédemment employées. 

Pour réquation des ondes cylindriques (cj), avec «*> = 1 
(ce qui peut être supposé moyennant un choix convenable 
des unités), la solution élémentaire est : 



Comme nous l’avons dit, M. Volterra ne s’est pas servi 
de cette quantité, mais de la suivante : 



Ces deux expressions sont liées simplement l’une à l’au* 
tre; (2) peut se déduire de (1) par une intégration par rap- 
port à to, savoir 



Géométriquement, on l’obtient en faisant varier le sommet 
du cône caractéristique le long de la ligne x = Xo, ÿ = y©» 
et en intégrant entre des limites convenables (^), par rap- 


(1) V. plü 0 loin, n® 73. 
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port à cette variation. Il n’y a rien d’étonnant à ce que 
l’introduction d’une telle quantité dans la formule fonda- 
mentale donne une expression de l’intégrale J u{to)dto le 
long de cette même ligne. 

Gomme l’a fait remarquer M. Volterra (^), un tel procédé 
correspond exactement à ce qu’on trouverait, pour Au = /, 
en intégrant et en différentiant immédiatement h nouveau, 
par rapport h Zo, la formule classique 



1 

4 TT 


m 


— dxdydz 


i 

r dn 


dS 


{ r — ^{x — x,y 4- (y -h (z — Zo/)’ 


ce qui donne 

^ (^0’ !/o‘ -ov) 





ou 


log 


[ 


>J{x — + (y — y„Y 


+ 1 


{z Z, 


(x — x^y 


.y 

(1/ — Vo)"" J ’ 


On a, en d’autres termes, intégré et fait immédiatement 
ensuite la différentiation inverse, et la même remarque s’ap- 
pliquerait à la généralisation de M. Tedone (n° 43). 

M. Volterra avait une raison impérieuse pour agir ainsi. 
S’il avàit introduit directement la solution élémentaire 



dans la formule fondamentale, 


il 


(1) Conférences de Stockholm (Hermann, 1912), p. 45. 
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aurait trouvé des intégrales sans signification, les quantités 
sous les signes d’intégration devenant infinies, d’une manière 
non permise, sur la surface du cône caractéristique, (l’est 
ce qui apparaît immédiatement quand on fait le calcul. On 
s’en apercevra également si on exécute l’opération (équiva- 
lente) qui consiste à faire opérer réellement la différentia- 
tion dans la formule écrite au n® 30, soit (pour ü> = J) 


(10 U (a;,, y^, t^) 


's/ ^0 ^o) 


■ dt„ ^«0 
f(x, y) dxdy 


(y — y*y 


Pour cela, la méthode usuelle consisterait à différentier 


par rapport à U, sous le signe 



ce qui porterait seu- 


lement sur le dénominateur; et, d’un autre côté, à tenir 
compte du fait que la limite est variable avec to, ce qui 
donnerait lieu à un terme de frontière, savoir une intégrale 
simple le long de la circonférence. Mais il apparaît immé- 
diatement que les intégrales double et simple sont dépour- 
vues de sens : la première, en raison de la présence d’un 
infini d’ordre 3/2 le long de la frontière, la seconde, parce 
que chacun de ses éléments est infini. Naturellement, de» 
artifices simples permettraient de faire la différentiation en 
évitant cet inconvénient (^) : mais ils seraient sans intérêt 
pour nous, car — quelque paradoxal que cela semble — 
notre méthode va consister à ne pas l’éviter. 


72. Nous noterons, d’abord, qu’on pourrait imiter 
strictement les procédés de MM. Volterra et Tedone. Pour 
m = 3, par exemple, considérons l’équation 

3 3 3 




dXi âxjc 




du 

âXi 


-f- Cu = 


<»1 k=l 


<=1 


(1) Nous pourrions, par exemple, représenter l’intérieur du cercle en co- 
ordonnées polaires r, çp avec y^) comme pôle et, à la place de la première 
d’entre elles, introduire une variable auxiliaire A définie par r = At^. L'inté- 
gration par rapport à A et 5 ? ayant maintenant lieu entre des limites fixes 
o < A < 1, O < y < 27r, la différentiation par rapport à n’offrira pas de 
difficultés spéciales. 
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l’équation adjointe 

= 2 rflW “2 + c» = O, 

et sa solution élémentaire 

V 

v'r* 

Supposons que le point (ui, aa, a^) décrive un segment de 
ligne (droite ou courbe) donné arbitraire, avec comme 
seule condition qu’il soit tout entier à l’intérieur du co- 
noïde caractéristique ayant un quelconque de ses points 
comme sommet. Considérons l’intégrale 

(3) Y (x) = f v(x{a) x {t)dt, 

t étant le paramètre qui définit la position d’un point 
(tti, «a, tta) sur i?, et x(0 fonction arbitraire choisie. 
Ceci mènera à la formule (2) si l’on part de (1), la ligne £ 
étant une parallèle à l’axe des t et x(0 étant pris simple- 
ment égal à 1. Pour d’autres buts (tels que la solution du 
problème de Cauchy pour des systèmes), M. Volterra a 
introduit d’autres expressions semblables qui se déduisent 
do (3) par le choix d’autres formes .(^) de la fonction x(0- 
On peut reconnaître qu’une telle expression a une singu- 
larité logarithmique comme celle de (2). Ce calcul étant 
quelquefois utile, nous allons en dire quelques mots. Dans 
l’équation du conoïde caractéristique 

r (Xll, Gyfi} = O, 

supposons qu’un des deux points (xi, ••••, Xm) et (a^, a«) 

est voisin de la ligne 

(cij aj(t), ••••, ttffi - — Om(0)» 

tandis que l’autre décrit cette ligne même. 


(1) La solution que fofrae M. Volterra dans son mémoire des Acta 
Mathematica, vol. XVIII, p. 169, et dont il use pour l'extension de la théorie 
aux systèmes (tels qu’il s’en présente en élasticité) correspond à 
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Si on suppose que toutes les fonctions sont développa- 
bles suivant la formule de Taylor (tout au moins jusqu’à des 
termes d’un certain rang) autour d’un point 

qui correspond à une certaine valeur to du paramètre, et 
si on reprend la forme (31) (n® 58) des premiers termes du 
développement de T quand les deux points x eï a sont très 
proches l’un de l’autre, on voit que, dans le voisinage de 
ÜQ, le développement de v[x; ûi(0] suivant les puissances de 
(Xi — 0 ^®), (t — to) commence par des termes du second 
degré, le coefficient de (t — ^o)^ savoir : 

No = H [a/(0, a/(0, «'m(to)] 

étant différent de zéro, car n’est pas tangent au cône 
caractéristique (^). Alors, par une application convenable 
du « Théorème de factorisation » de Weierstrass et Poin- 
caré (ou plutôt de Gauchy) (*) pour les fonctions de plusieurs 
variables, on peut écrire : 

r [x; ait)] = N (a;, t) [(t ^ /3)^ ~ y], N = No + .... 


(1) La tangente à J? étant intérieure au cône caractéristique, sera 
positif si nous écrivons notre équation (comme on l’a dit précédemment) de 
telle sorte que H > o corresponde à l'intérieur du cône. 

(2) Bull, de Férussac, 1831; Exercices d* Analyse, t. II; etc. V. Lindelôf : 
Leçons sur la théorie des résidus, note, p. 27, et Osgood : Madison Colloquiurn, 
4® conférence, n® 1, où, cependant, il est fait une distinction entre deux 
formes du théorème que nous considérons ci-dessus comme équivalentes. 
L’emploi du théorème de factorisation peut d’ailleurs être évité, ou, tout 
au moins, restreint au cas tout à fait élémentaire concernant le premier 
degré, c’est-à-dire au fait que : 

V + + ■••• — T = 0, 

avec Cj 96 0 , peut être « inversé », en donn inr : 

(1 + C,T» + ....) = 0 . 

avec la conséquence évidente que le quotient des deux premiers membres est 
une série de puissances en r, T, avec le terme constant c.. Pour le voir, 

a 

commençons par résoudre l’équation F [a;; a(f)] = 0 par rapport à t, 

ot 

ce qui peut se faire régulièrement (puisque le coefficient de (t ~ f^) est 2 !V^) 
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P et y éiÆint de nouveau des développements en x {Xi — a/), 
(^2 — aa*), — -, {Xm — Um°), le premier commençant géné- 
ralement par des termes linéaires et le deuxième par des 
termes quadratiques. Dans l’intégrale (3) où, à présent, on 

V 

prend m = 3, pendant que ^ = supposer que 

^ ^ développable suivant les puissances de 

(t — /?), de telle sorte que 


v/N - P. + Pt 


( 8 ) 


V p„ + p.(t-^) + .... 
^(f - - y 


les P étant des fonctions régulières des x. 

Chaque terme impair en (t — P) donne, par intégration, 

une puissance positive de V(t — — y. On peut alors 

introduire, dans les termes pairs, la variable (t — I^Y — y 


et donne t = s , où eet une «‘rie ordonnée suivant les puiseances de 
(Xi — a,®). En posant < — â =z t, on trouve : 

V [x;a(()l = - K + N/+ ; 

K (qui est le ininiinurn de F quand x reste fixe et que a décrit J?) est, lui 
aussi, uiio série do puissances en {x^ — Oj®), commençant par des termes 
quadratiques (les points représentent des termes en t®, t*, etc.). On peut 
extraire la racine carrée de la somme des termes autres que — K, ce qui 
donne : 

r (:i';a(01 =-K + N, (r + 

= [— + — •)] 1+V^ + + ••■•)]• 

Si maintenant nous appliquons à chaque facteur le principe d’inversion 
ci-dessus mentionné, on trouvera que le premier facteur, par exemple, est 
proportionnel à une série telle que 



=r r — fl VK — >, 


{fl et V sont des séries entières en K); et le produit 


(, _ - v) (r + fii/K v) = (r ~ v)2 - fi^ïL 

aura la forme voulue, avec ^ -j- v — fi, fi^K = y. 

Le résultat du texte, ainsi que la manière dont nous l’employons, est dfi 
h Poincaré, dans son mémoire Sur les propriétés du potentiel et sur les fonc- 
tions abéliennes [Acta Mathematica, vol. XXII, 1899, p. 114 et suiv.) 
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au lieu de (t — Py, Le développement suivant les puissances 
entières de cette nouvelle variable étant 

Qo-1- Qi [(« - - y] + Q. [it - fir - y]^ + ••••, 

on voit que chaque terme, sauf le premier, donne des quan- 
tités finies et même infinitésimales dans le voisinage de 
le premier terme, d’un autre côté, admet l’intégrale indé- 
finie 



expression entièrement semblable h (2) à notre point de 

vue, correspondant à la quantité \/{x — XoY -+- (^ — t/o)^ 
de M. Volterra Q). 


73. Nous avons seulement considéré l’intégrale indé- 


finie de 


à) X 


Mais on doit, pour le but qui nous intéresse, faire une re- 
marque essentielle concernant les limites d’intégration. 

Si on les prend constantes, et quelles que soient les va- 
leurs de ces constantes, de telle sorte que le segment d’in- 
tégration sur soit complètement indépendant de la posi- 
tion du point X, l’intégrale (3) ainsi obtenue vérifiera cer- 
tainement l’équation donnée, pour la même raison que dans 
le cas classique de la théorie des potentiels (savoir que cha- 
que différentiation par rapport aux x peut se faire sous le 

signe en traitant t comme une constante). 

Darboux (^) a été le premier, à notre connaissance, à 


(1) y est, à un facteur près, holomorphe et différent de zéro, le minimuia 
de r quand a décrit i?, le point x restant fixe. 

(2) V. Leçons sur la théorie des surfaces, t. II,, p. 67. Darboux opère sur 


l’intégrale 



Xui, prise entre des limites constantes, vérifie (comme fonction de x et de jy' 
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découvrir la raison générale d’un fait digne de remarque 
dont des cas particuliers s’étaient déjà rencontrés pour quel- 
ques formules antérieures : savoir que cette même propriété 
de V est encore valable quand on intègre entre des limites 
variables convenablement choisies. Cette remarque de Dar- 
boux peut être considérée comme contenant implicitement 
le principe qui servira de base à nos calculs ultérieurs. Son 
raisonnement est remarquablement simple et peut, dans 
notre notation, s’exprimer comme il suit. 

Intégrant tout d’abord le long d’un arc fixe de >0, il 
peut évidemment arriver que T soit susceptible de changer 

de signe le long de cet arc : tel 
sera, en particulier, le cas si Tune 
au moins des nappes du conoïde 
caractéristique de sommet x 
coupe à l’intérieur de l’arc en 
question. Supposons, par exem- 
ple (fig. 7), qu’il en soit ainsi 
pour une seule nappe, la nappe 
(( directe ». Le segment d’inté- 
gration — qui correspondra, par 
exemple, à i — étant ainsi divisé par le point d’in- 
tersection a en deux parties, l’une à l’extérieur du conoïde, 
l’autre à l’intérieur : supposons que la dernière corresponde 
aux plus grandes valeurs de t, c’est-à-dire contienne la 
limite supérieure to. Alors, si 0 est la valeur de t qui donne 
le point de division a, l’intégrale (dans laquelle V et x sont, 
bien entendu, des quantités réelles) se composera de deux 
parties, l’une imaginaire Vi et l’autre réelle V 2 , et il est 


6 



réquation aux dérivées partielles d’ « Euler-Poisson », et on suppose les 
limites constantes prises de manière à inclure à la fois x et y : ce qui corres- 
pondra, dans notre figure, au cas où les deux nappes du conoïde caracté- 
ristique ayant ce point n pour sommet couperont toutes les deux. JS à 
l’intérieur du segment d’intégration (fixe) primitif, la partie utile de l’inté- 
grale étant relative à la portion de qui eet extérieure au conoïde. Quant 
aux constantes fx et Darboux observe que le raisonnement du texte s’ap- 
plique toutes les fois que leurs valeurs sont des nombres fractionnaires de 
Sp -J- 1 

la forme (où p et q sont des entiers). 
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clair, par conséquent, que chacune d'elles doit, séparément, 
être une solution de V équation donnée. 

Ceci est la conclusion générale de Darboux. On voit 
que, au lieu d’intégrer depuis o jusqu’à to, on peut prendre 
une limite égale à 0, laquelle quantité a, dans la notation 
du numéro précédent, la valeur 

fi + 


Telles sont, par exemple (0 étant égal à i -h r), les limites 
entre lesquelles on a à intégrer (1) pour obtenir la quan- 
tité (2) de M. Volterra; t étant, d’un autre côté, remplacé 
par to, l’intégrale indéfinie calculée au numéro précédent 
sera aussi l’intégrale définie et donnera la valeur de (3) si 
cette dernière est considérée comme il a été dit ci-dessus. 
Naturellement, cette expression d’une solution de l’équation 
différentielle n’est valable que si 0 est supposé plus petit 
que ^ 0 , c’est-à-dire quand le point x est à l’intérieur du 
demi-conoïde inverse ayant t = t^ comme sommet. 

Cette solution, comme nous venons de le prouver, admet 
£ comme singularité logarithmique. On peut prévoir que, 
si on la substitue dans la formule fondamentale, elle se 
comportera exactement comme (2) dans la méthode • de 
M. Volterra [le petit cylindre de M. Volterra (^) devant être 
remplacé par une surface tubulaire autour de i?] et don- 
nera une valeur de l’intégrale : 



a(0 ] dt. 


74. Il peut être commode, cependant, d’introduire, dans des 
cas semblables, un système spécial de coordonnées curvilignes 
pour le point x. L’une d’entre elles sera la quantité déjà em- 
ployée 0. Pour chaque valeur donnée de B, le lieu du point x 
sera le demi-conoïde caractéristique (ayant le point w, correspon- 
dant sur if à t = Oj pour sommet) sur lequel la position de ce 
point sera complètement déterminée si on donne : 

, 1° Un paramètre (^) A définissant la direction initiale d’uné 
des bicaractéristiques qui sont les génératrices du conoïde; 


(1) Acta Mttthematica, vol. XVin, p. 174. 

C2) Nous traitons le cas de m = 3. Mais des calculs analogues seraient 
valaliles pour toutes les valeurs impaires da m: 
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2° Une valeur de s, définissant un point de cette bicaractéris- 
tique. 

La valeur de s contiendrait (voir Livre II) un facteur arbitraire 
de proportionnalité (a, dans la notation du n® 57) : on peut choi- 
sir ce facteur d’une manière déterminée pour chaque valeur de A 
et supposer que cela ait été fait de manière que : 

a) s soit positif sur le demi-conoïde utile (c’est-à-dire rétro- 
grade) de sommet a>. a ri ri 

OLX ^ dX^ dX^ 

b) l^s valeurs initiales (valeurs au sommet) 

sur chaque bicaractéristique (A) soient des fonctions régulières 
de 0 et de A; 

c) ces trois quantités ne s’annulent pas simultanément et que, 
par exemple, la somme de leurs carrés soit toujours plus grande 
qu’un nombre positif donné, quels que soient 6 et A. 

Moyennant ces hypothèses, on peut prendre A et s comme 
coordonnées curvilignes; seront des fonctions régulières 

(ou meme holomorphes) de 0, A et s, et la réciproque sera vraie 
toutes les fois que nous ne serons pas dans le voisinage de 


75. a étant un point de correspondant à une valeur de t 
supérieure à la quantité F (x; a) sera de la forme : 

(5) T = w (0, A, s, 0, 

w O étant régulier et différent de zéro quand le point x s’ap- 
proche d’un point du conoïde autre que le sommet a (le signe 
du premier facteur doit être inversé quand le demi-conoïde em- 
ployé pour w est celui qui contient la direction des t croissants 
sur 

Dans le voisinage du sommet, cette expression n’est plus vala- 
ble, mais la suivante subsiste : si on appelle r la différence 

T = t — 0, 

on peut écrire 

r = 2Mst -4- Nr^ 

M et N étant deux fonctions régulières prenant, quand x coïncide 
avec a, les valeurs 

M» = ^ y No = H (a„ Oj, Oj), 

i 

OÙ les a et les ^ signifient 



(i 1, 2, 3) 
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Mo et No ne sont i)as seulement différents de zéro, mais aussi 
positifs (No, comme on Ta dit précédemment à cause de notre 
hypothèse sur le signe de ,H; Mq, à cause de notre hypothèse (a) 
concernant le signe de s sur le demi-conoïde) (^). 

On obtient immédiatement la formule ci-dessus en remarquant 
que le second terme peut représenter r((o; a) et le premier la 
différence r(æ; à) r(ü>; a). On voit même que l'on peut sup- 
poser N indépendant de s et de À. Ce n’est naturellement pas le 
cas pour M; mais on peut supposer sa valeur initiale Mq indé- 
pendante de A (donc fonction du seul 0) par un choix convenable 
du facteur de proportionnalité dans s (et cela sans contradiction 
avec nos hypothèses précédentes (a), (h), (c)). Comme, pour les 
faibles valeurs de s, on a sensiblement 


OLJCi , 

~ a. 4- 5 ™ a. 4- s^^, 

cela signifie, géométriquement, que, pour de telles valeurs de s, 
les directions des tangentes aux deux lignes coordonnées, qui cor- 
respondent respectivement à 0 variant seul et à A variant seul, 
sont transversales rime à l'autre, c'est-à-dire conjuguées par 
rapport au conoïde caractéristique, de telle sorte que si cette 
petite valeur de s reste constante ainsi que 0, A variant seul, le 
point correspondant décrira sensiblement une petite ellipse dont 
le plan est transversal à 
Avec cette évaluation de F, on a 




xio -h r)Yiexs,e 

s/msT 4- Nr* 


dr 


1 

V est une fonction holomorphe égale à pour s -- t ~ o. 

Quant à la fonction x(0» supposons, non seulement qu’elle est 
régulière, mais aussi qu’elle ne change pas de signe — soit, par 
exemple x(0 ^ ^ — dans le voisinage d’un point déterminé 
A(t ~ 0^) de que nous allons considérer en particulier. 
Essayons, x étant pris voisin d’un point tel (pie A, de trouver 

les valeurs asymptotiques de v et des dérivées 4^» 4^» 4~' 

ou ak as 


(1) Car X doit être à l’intérieur du conoïde de sommet a — par consé- 
quent r est positil — quand s et r sont tous deux positifs (ce deimier 
suiMsamment petit). 
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En commençant par cette dernière, on a : 


( 6 ) 


dv 

d$ 



(m H- 

(2 Msr + Nr*) T 


4- 



Y ; — ar 
ds 


V 


2 Msr 4- Nr" 


Le premier terme de cette expression en donne évidemment 
la partie principale. De A comme centre, on peut décrire une 
petite sphère telle que, si elle contient les points x et a, les quan,- 
tités M, N, X ^t V peuvent être remplacées, avec une erreur rela- 
tive arbitrairement petite, par les valeurs M^, No, x = x(^o)> 
1 

qu’elles ont au point A. Si on désigne par la valeur posi- 
tive de r correspondant à une intersection de cette surface sphé- 
rique avec l’intégrale de à to — 6 reste finie et continue 
quand s tend vers zéro. L’intégrale de zéro à Tj, qui a tous ses 
éléments positifs, peut être, avec une très petite erreur relative, 
représentée par : 




X W 


M 

1 

_x.. / n 

/ (2M„*r + N„r*)T 

V 2M„s + 


Gomme est choisi une fois pour toutes, ceci donne, quand s 
tend vers zéro : 


(6 his) 


— _ X 

ds s v'NgA ’ 


le signe ro signifiant une égalité asymptotique. 

Une méthode semblable donnerait la valéur approchée de v; 
mais on trouve celle-ci immédiatement en intégrant l’égalité 
asymptotique précédente, savoir : 

(6 ter) V /v. log «, 

valeur dont on peut voir aisément qu’elle concorde avec le résul- 
tat du numéro 72; et on aurait évidemment une évaluation ana- 
logue pour le second terme de (6). 

On arriverait de la même manière à des expressions asymptoti- 
ques des autres dérivées. 
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Quant à l’autre singularité de v, c’est-à-dire au demi-conoïde 
de sommet t == fo, on peut voir facilement quelle est la forme 
de V quand le point x s’approche d’un point déterminé quelcon- 
que du demi-conoïde (autre que le sommet) car, comme on a 

r = (t — 


où w est holomorphe (et non nul) même quand Û et t sont sen- 
siblement égaux, ceci donne : 


V = 



(t) v(x; a) dt 



étant de nouveau holomorphe, et une telle expres- 


*T 1 — c^i/axxb u-x: liuuvTiio 

s/vo 

sion est sensiblement égale à 




Wo étant la valeur de W au point limite de x. Les dérivées de 
par rapport à À ou s seront évidemment d’une forme tout à fait 
semblable. 


76. L’analogie de v avec la quantité (2) de Volterra^est donc 
évidente; voyons ses conséquences pour notre problème d’inté- 
gration. 

Dans l’espace à trois dimensions, S étant une surface pour 
chaque point de laquelle les données de Cauchy sont données, et 
qui, de plus, a une orientation d’espace (n° 27) par rapport aux 
conoïdes caractéristiques, soit a un 
point déterminé en lequel on désire 
trouver la valeur de la solution u 
de réquation donnée 

(E) S?(ti) = /, 

qui correspond aux données pré- 
cédemment mentionnées sur S. 

De a comme sommet, on tracera un 
demi-conoïde T, que l’on suppose 
délimiter avec S un volume limité P 
(Gg. 8). On trace du même point à 
un point a' de S, à l’intérieur de P, • Fig. 8. 

une ligne arbitraire i? (sujette uni- 
quement, comme ci-dessus, à être intérieure à tout conoïde ayant 
un. de ses points comme sommet), le point donné a correspon- 
dant à la valeur du paramètre. A l’aide de v et d’une fonction 
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arbitraire on construit la fonction v(x), solution de 

Ç.(v) = o; puis on substitue v et la fonction inconnue u dans 
la formule fondamentale 


(F) 


/y/t 


V (u) — U Ç(v)] dxidx^dxg 




dv 

dv 


du 

d7 


Litv ) dS. 


Ceci n’est pas faisable immédiatement dans le domaine entier T : 
il faut exclure les singularités de v, c’est-à-dire et, au pre- 
mier abord, le conoïde F. Mais on voit aisément d’abord que ce 
dernier n’a pas d’influence. En effet, remplaçons-le par un conoïde 
avoisinant dont le sommet sera le point t — de . Sur T', 

dr 

on sait que T est de l’ordre de (îq — to') ; et de même pour — r— , 

dv 

car on sait que la direction transversale à T' est la direction bi- 
caractéristique, de sorte que — ~ est une dérivée par rapport à s : 

dv 

par conséquent, en faisant tendre vers non seulement nous 
pouvons prendre F pour frontière de notre domaine d’intégration, 
mais aussi, comme dans la méthode de M. Volterra (que nous imi- 
tons strictement), nous n’aurons aucun terme de surface corres- 
pondant à inscrire. 


77. Considérons maintenant la singularité que, tout d’abord, 
nous avons à exclure de T. C’est ce que nous ferons à l’aide 
d’une petite surface tubulaire C (correspondant au cylindre de 
M. Volterra), qu’on obtient en égalant la coordonnée curviligne s 
à une constante positive très petite : c’est sur cette surface qu’on 
doit prendre l’intégrale double du second membre de (F). 

On peut négliger les termes ne contenant que v en facteur : car 
cette quantité ne devient infinie que comme log s, tandis que 

, , dv 

l’élément de surface est de l’ordre de s. Exprimons maintenant — — 

Les TT, sur C, sont donnés par : 

g _ ^ ^ 

' \âX âO âX de / ^ 

au signe près (ou, ce qui revient au même, à une permutation 
convenable entre les x près). On obtiendra le signe exact dans 
ces formules en remarquant que la direction des s croissants sur 
chaque bicaractéristique est dirigée vers l’intérieur du domaine 
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d’intégration, de sorte qu’on écrira les quantités ci-dessus de 
telle manière que 


à s, A, 0) 


âx, 

^ âs 

dx. 

dx, 

' ds 

déterminant 

(Jacobien de 

X^ , X2 J 


âXi 

âXi 

âxi 


âs 


'W 

i = 

âx^ 

âx^ 

dxg 

âs 

"dT 

~W 


âx^ 

âx^ 

âxs 


âs 

dA 

âO 


soit positif (géométriquement parlant, que le trièdre des direc- 
tions s, A, 0 dans le sens croissant et le trièdre des coordonnées 
soient disposés de la même manière). Supposons (par une per- 
mutation entre les x, ou un changement de signe de A, si cela 
est nécessaire) qu’il en soit ainsi : alors, si on désigne par 
'j? 2 , ?3 les dérivées partielles d’une fonction quelconque la 
dérivée transversale de f le long de C sera donnée (n®* 38-40) 
par 


1 dA 

2 5 ^ 


âx, dXi 


2 

dÿ, 

dA 

âO 

1 

dA 

âx^ 

dXa 

2 



âO 

1 

dA 

âx^ 

da?3 


= (sensiblement) s. 




^avec à cause de x, = o, + On peut employer, 
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pour le déterminant ainsi donné comme facteur de d\d6, la nota- 
tion abrégée 


( 7 ) 


1 à A 

2 d 'fi 






On voit déjà que les coefficients des — - sont des fonctions 

à<Pi 

holomorphes de 0, A, s, qui contiennent s en facteur. On trouve 
facilement la valeur de l’expression (7) en la multipliant par le 
discriminant 

4 = I Ha H,, 11,3 I 


de H, ce qui donne 
i'i 


si on remarque que les trois relations 

dE 


i àA 1 

— - — sont équivalentes à œ. = — 

Z O^i Z 


I 1 1 ^ 

* I ■ ‘ 2 âii 2 da, ’ 

ou multiplie ensuite par le Jacobien précédent ce qui donne : 


â(f â'f âcf 

ôë 

O * 

M„ * N„ 


Les éléments remplacés par le signe * sont sensiblement égaux 
à donc, en tout cas, de l’ordre de s, mais deviennent de 

l’ordre de dans l’hypothèse (0 de indépendant de A. Le 
déterminant ci-dessus contient ainsi s en facteur, et (7) est sensi- 
blement égal, quand s est petit, à 




M, 


d<{> 

'ôë 


Le déterminant ; (qui est positif dans notre cas) est sensible- 
ment égal à 


/ rvj s 1^,1,' 0 ( 1 , 


(1) Quand cette hypothèse e«t réalisée, la direction A est sensiblement 
transversal© au plan mené par les directions 6 et s. 
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de sorte que 


J'Ju^ds = f f U 

îr i: L 



(les points représentant des termes d’ordre supérieur en s). 


On peut éliminer 


et de même 


dans l’intégration du 


terme correspondant ^soit P dXdOj par rapport à 0 , 
une intégration par parties donnant une intégrale simple 
(^J P V dA pour et une intégrale double en v, 


V dXdd, qui sont toutes deux infinitésimales avec s, 

comme précédemment. Finalement, en tenant compte de (6 his), 
on n’a plus qu’à intégrer, par rapport à B, le produit de l’inté- 
grale 




YL{di,,di,,di,) 

«1 “2 

î. L ^3 

d$2 


par la quantité 


mxVNoA. 


Une intégrale telle que (8), prise le long de la conique 

décrite par le point dont les coordonnées homogènes sont ^1, ^3» 

est évidemment finie quand le point (a^, a^) est à l’intérieur 
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de cette conique (comme c’est le cas ici).' On trouve sa valeur en 
observant que la quantité à intégrer ne change pas quand on mul- 
tiplie ^1, facteur commun quelconque (que ce soit une 

constante ou une fonction de X), et que, dé plus, cette quantité est 
multipliée par (D~^ quand les variables ^ (et aussi par conséquent 
a) sont soumises à une substitution linéaire de déterminant (D. 
Gomme, par cette dernière opération, on peut réduire la {orme H 

à — l'a* (en désignant par Ja, les nouvelles varia- 

bles) et, par conséquent, prendre simplement ==: ^3 cos A, 
^3 sin A (le déterminant (D étant alors égal à \/A), l’inté- 
grale ci-dessus est : 


1 f 2 n 

(80 t ^ 

ÜJ J, __ (Xj 


= -f 2;r 


dX 


C08 A — ttj sin A 

1 


(D 


\J o,= — 0,“ — Oj’ 


^ AH(a,,a5, O3) 


= + 2s 


V' 


AN„ 


Le signe dépend du sens dans lequel est décrite la conique. 
Dans le cas actuel, comme on l’a vu, ce sens doit être tel que le 
déterminant au dénominateur de (8) soit positif. Comme le point 
(^/, ^2', ^3') appartient à la région extérieure au conoïde [savoir 
celle dans laquelle H (^/, 4V» ^3') < 0], le signe correct est le 

signe — . Le facteur ^/NoA dans l’expression ( 9 ) étant détruit par 
(8'), l’intégration par rapport à 6 donne finalement 



dS f x(0w [fl(t)]<^t- 

t/jÇ 


de sorte que la formule fondamentale devient [puisque 5 *(u) = f 
et §(v) = 0] 


(10) 


2 ^- J x(t)u[a{t)]dt — J JJ V fdx^dx^dx^ 


C’est le résultat qui correspond exactement à celui de M. Vol- 
terra, et il est évidemment subordonné, comme lui, aux observa- 
tions précédentes. 
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78 . Cas d'un plus grand nombre de variables* — Nous 
avons dit que la théorie de (e^) et de (es) a été étendue par 
M. Tedone aux équations analogues à m variables indépen- 
dantes. De môme que pour (Ca) et (ca), les formules données 
par M. Tedone (Annali di Mat., 3® série, t. I, 1898) pour 
l’intégration de l’équation 




1 à^u / â^u 

O)® âf \ 


æu \ 


= O 


ne donnent pas immédiatement la valeur de Wa, mais une 
intégrale de la forme 

(10') jT'” U (a., ••••, a„, t) (t„ — ()”■-’ dt. 

d’où l’on doit déduire Ua par une différentiation d’ordre 
(m — 2). 

On peut donc prévoir que les expressions [analogues aux 
quantités (2) de M. Volterra] introduites par M. Tedone dans 
ses calculs pour m impair se déduiront de la solution élémen- 
taire par un certain nombre d’intégrations le long d’une 
ligne telle que (qui est, en l’espèce, une parallèle à Taxe 
des t). On verra plus loin que tel est bien le cas; mais le 
fait est qu’il faudra, pour cela, l’emploi d’intégrales géné- 
ralisées, telles qu’on va les définir ci-dessous. 

Auparavant, il faut noter une particularité remarquable 
de ces solutions de M. Tedone. Si on considère la formule 
de Poisson pour les ondes sphériques [formule (P) du 
Livre II], on voit immédiatement qu’il faut différentier les 
valeurs données de la fonction Uo, tout au moins pour un 
déplacement radial du point (a;, y, z), de sorte qu’il y a lieu 
de considérer cette fonction comme admettant des dérivées 
premières pour un tel déplacement, c’est-à-dire dans n’im- 
porte quelle direction, puisque le point (xo, i/o, ^o) ^st arbi- 
traire, et l’on verra bientôt que l’existence de telles dérivées 
est aussi implicitement admise dans la formule (1'), Livre II, 
concernant les ondes cylindriques. Evidemment nous pou- 
vons considérer cette hypothèse comme naturelle, car en 
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l’absence de dérivées premières, ou meme secondes, on peut 
dire que l’équation différentielle elle-meme n’aurait pas de 
sens (quoique des problèmes impliquant de telles contradic- 
tions apparentes soient très souvent étudiés par les ana- 
lystes) cy 

Si maintenant on s’occupe des solutions de Tedone pour 

les valeurs supérieures de m, on voit qu’elles impliquent des 

dérivées supérieures des données, l’ordre de dérivation étant 

m . . . 771 3 . . , i > J- 

1 pour rn pair et — — — pour m impair : c est-a-dire 

de n’importe quel ordre, quelque grand qu’il soit, si le nom- 
bre des variables indépendantes est suffisamment grand. 

Qu’arrivera-t-il si les fonctions Uo et u n’admettent pas de 
dérivées jusqu’à l’ordre dont il s’agit P II faut s’attendre à 
ce qu’aucune solution du problème de Cauchy n existe dans 
ce cas. 

Pour le démontrer en toute rigueur, nous partirons, non 
pas des formules finales (auxquelles il a été fait allusion 
ci-dessus) qui donnent la solution u elle-même, mais des for- 
mules préparatoires qui (comme il vient d’être expliqué) don- 
nent la valeur de la quantité (10'). 

On sait que cette quantité admet au moins (m — 2) déri- 
vées, la (m — 2)® étant, à un facteur numérique près, égale 
à uÇto); il suffit pour la validité de ceci que u soit fini et 
continu : on est ainsi certain que toutes les différentiations 
exécutées par M. Tedone sur les seconds membres des for- 
mules en question [formules (11), (12), de son Mémoire] 
pour obtenir les formules suivantes [formules (13) à (24)] 
doivent être possibles. 

Prenons simplement pour S rhyperplan.(^) t = o [de sorte 
que t = O dans l’expression (10)] et tenons seulement 
compte de la première fonction donnée Uo, la seconde Ui étant 


(1) Tel est le cas pour le problèjue de Diriclilet, qui porte sur une équation 
différentielle du second ordre et que cependant les analystes ont essayé de 
résoudre sans même supposer une dérivée première pour les données à la 
frontière. Naturellement, l’équation différentielle perd toute espèce de sens 
sur cette frontière elle-même, mais elle est supposée vérifiée dans tout voi- 
sinage, quelque proche qu’il soit, de cette frontière. 

(2) M. Tedottie lui-même traite n’importe quelle forme de S. 
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supposée nulle. Choisissons aussi le cas de m pair Q) (de 
manière à éviter les difficultés qu’on va rencontrer un peu 
plus loin). 

Alors, si on désigne par r la distance 

T \/ (Æj tti) I ■••• I (Xm—i Um— i) 

entre un point (xi, Xm-i) de la variété f = o et un 
point (tti, ,.,,, «m-i), la quantité que Ton a à différentier 
consiste (pour w 1), dans nos notations (^), en un produit 
d’un facteur numérique par l’intégrale 

( 11 ) — rU^dr, 


où Mr représente la valeur moyenne de Uo le long de l’arête 
(Livre I, n"* 2, note) hypersphérique de rayon r dans l’hyper- 


plan S. Les 


— 2 


premières différentiations peuvent de 


\ ^ / P 

toute façon se faire sous le signe / ; mais, le résultat ainsi 


obtenu étant de la forme 


(110 y**" rX (t„, r) M,dr, 

TYl 

OÙ X (to, r) est un polynôme homogène (^) de degré y — 2 
en to, r tel que Ç (t) = tX. (t, t) ne s’annule pas (excepté pour 

Kïl 

t ~ o), les y dérivées suivantes de l’expression (11) ne peu- 

ïïi 

vent pas exister si les y — 1 premières dérivées de Mr 
n’existent pas (^). 


(1) La conclusion correspondante pour m impair en résulte, par « descente » 
(V. Livre IV). 

(2) V. la formule (22), p. 13, de M. Tedone. M. Tedone désigne par m ce 
que nous avons appelé m — 1, et par ^ ce que nous appelons u^; son nom- 

m 

bre P est notre nombre 1 (pour m pair). 

2 

(3) X (l 1) est (à un facteur numérique près) le polynôme de Legendre d’or- 
m 

dre -2. 

2 

(4) On voit immédiatement que la dérivée première de (11') est égale à 

/ «O dX 

• M, r — dr. 
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n. — La partie finie d’une intégrale simple infinie. 


79. Grâce aux considérations précédentes, on peut dire 
que, tout au moins pour m = 3, la solution de M. Volterra 
est complètement étendue à Téquation hyperbolique (nor- 
male) la plus générale. On doit constater seulement son ca- 
ractère indirect, reposant sur l’introduction de la courbe 
arbitraire qui, bien entendu, doit entièrement s’éliminer 
en fin de compte. 

Si, par exemple, on désire intégrer l’équation des ondes 
cylindriques 

â^u d^u â^u 


il faudra prendre (comme cela résulte de l’expression de la 
solution élémentaire, trouvée au Livre 11) : 


( 12 ) 



Cfey/Krct — t,y - rM 

V(t - «o)“ - 


dt,. 


C’est l’expression que M. Goulon, dans sa Thèse déjà citée, 
aurait dû introduire dans ses calculs, pour imiter strictement 
le procédé de M. Volterra. Sa complexité permet parfaite- 
ment de comprendre pourquoi il n’a pas pu la découvrir, ne 
connaissant pas la méthode générale pour l’atteindre. On 


Le second terme de cette quantité peut sûrement se différentier, de sorte 
que ce ne peut pas être le cas pour l’expression totale s’il n’en est pas de 
môme pour 

En admettant donc que existe, la dérivée seconde de (11') contiendra 
le terme £ M'^^, un terme en et un terme intégral. Si on essaye alors 

de différentier une troisième fois, il est acquis que cela est possible pour 
tous les termes sauf $ (t^) de sorte que l’existence deM"t^j est néces- 
saire; et ainsi de suite pour toutes les dérivées, de sorte que la conclusion 
du texte est démontrée. 


Comme, sous le signe 




degré du coefficient de décroit d’une unité 


de chaque opération à la suivante, 




dérivée ne contient pas de 


terme intégral de cette espèce, et, par conséquent, est représentée par un 8 
étendu à l’arôte sphérique de rayon r = comme c’est le cas pour (e,). 
Nous reviendrons sur cette différence fondamentale entre les valeurs 
paires et impaires de m. 
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voit en même temps que cette complication est entièrement 
due à une quadrature dont l’effet doit finalement disparaître. 

Est-il possible d’obtenir le résultat demandé sans avoir re- 
cours à cette intervention finalement inutile P Peut-être trou- 
vera-t-on la chose digne d’être tentée, quoiqu’on ne puisse 
le faire sans introduire une notion assez paradoxale dont il 
nous reste à parler. 


80 . Reprenons la différentiation dont nous venons de nous 
occuper, ou, plus simplement, l’opération correspondante 
sur des intégrales simples. Partons de l’intégrale 


(13) 



A(x) 

»Jb — X 


dx. 


Si on essayait de la différentier par rapport h h, nous 
avons déjà remarqué qu’il faudrait employer, dans la concep- 
tion ordinaire, un changement variable convenable (aisé à 
trouver d’ailleurs), une différentiation directe apparaissant 
comme impossible : en effet, cette dernière consisterait à 
écrire l’expression absurde 


(130 


1 / A{x) dx 

”2 / “ 

(h 


-h 


(h — a) 2 


r A(x) 1 

[_y/b — x] 


b 


somme de deux termes dont le premier n’a pas de sens puis- 
qu’il contient un infini d’ordre — sous le signe et dont 

le second n’a évidemment aucun sens. 

Cependant, il y a un moyen immédiat d’effectuer direc- 
tement (c’est-à-dire sans changement de variable) cette diffé- 
rentiation : il consiste à remplacer a 

l’intégrale réelle (13) par la moitié de 

l’intégrale complexe prise le long 

d’un lacet fornié de deux lignes le 

long de ab, reliées par un petit arc de cerdle autour de b 

(fig. 9) : Ha différentiation ne présente aucune difficulté pour 

un tel circuit (^). 


(i) On a supposé ici que A était analytique : hypothèse dont on peut faci- 
lement se débarrasser dès que A est supposé avoir une dérivée. 
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80 bis. Evidemment, il doit exister, d’une manière ou 
d’une autre, un moyen d’arriver au même but sans intro- 
duire des quantités complexes. En fait, il suffit de remar- 
quer que (en remplaçant h par x à la limite supérieure), non 
pas l’intégrale 


(14) 



dx, 


mais la somme algébrique 



Hx) 

s/b — X 


tend vers une limite parfaitement définie quand a tend 
vers h. De plus, il en est de même pour 



si B est une fonction quelconque de x, à condition qu’elle 
soit dérivable (ou qu’elle vérifie tout au moins la condition 
de Lipschitz |B(x 2 ) — B(xi)|< K \x 2 — Xi\), et telle que 
B(6) ^ — 2A(6). 

De plus, le résultat obtenu est indépendant du choix de 
cette fonction B, sous les conditions précédentes : ceci pro- 
vient du fait que le dénominateur est d’un ordre fraction- 
naire, tandis qu’un changement de la fonction B (avec nos 
hypothèses) changerait le numérateur par l’introduction de 
termes contenant au moins en facteur (h — x) h la première 
puissance, de sorte que les termes correspondants de la 
fraction s’annuleraient nécessairement pour x = b. Par 
conséquent, pour calculer la limite de l’expression (15), on 
n’a pas besoin d’indiquer quelle fonction particulière B on 
choisit. On désignera cette limite par la « partie finie » de 
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r intégrale de (13’) et on l’écrira 



le signe | s’énonçant « partie finie de ». Conformément 
à ce qui précède, cette expression signifiera la limite de la 
somme de l’intégrale (14) et d’un terme fractionnaire addi- 

B(x) 

tif en (6 — x) de la forme prenant pour B une 

fonction quelconque telle que : 

a) elle puisse être différentiée au moins une fois (ou que 
tout au moins elle vérifie la condition de Lipschitz); 

h) la somme en question ait une limite (la valeur de cette 
limite étant indépendante du choix du terme additionnel, 
du moment que B remplit les conditions ci-dessus). 

Mais la définition précédente suppose que A lui-même 
remplit la condition de Lipschitz. 

Si A est analytique, on peut tout aussi bien définir l’ex- 
pression (16) comme la moitié de l’intégrale correspondante 
prise le long du lacet mentionné plus haut. 


81. Il n’y a aucune difficulté à définir le même symbole 
pour des ordres supérieurs d’infinitude, à condition qu’ils 
soient fractionnaires. L’intégrale 



A(a;) 

(6 


dx 


n’a aucun sens (p étant un entier), mais on peut définir la 
quantité 



(« partie finie » de l’intégrale en question) : 

1° Si A est analytique, comme moitié de l’intégrale 
correspondante prise le long du lacet ah; 
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2° A étant simplement supposé admettre p dérivées dans 
le voisinage de h, comme limite, pour x = b, de la somme 



B (a;) étant de nouveau une fonction quelconque, sous la 
double condition : 

a) que la limite en question existe; 

h) que B admette p dérivées, au moins, dans le voisinage 
de X == b. 

On peut vérifier immédiatement par le calcul (voir plus 
bas) que les deux définitions concordent. 

Le choix arbitraire de B n’a, ici encore, aucune influence 
sur la valeur de la limite obtenue : car la condition (a) dé- 
termine les valeurs des (p — i) dérivées premières de B 
en 6, de sorte que ce qui reste arbitraire dans le numérateur 
du terme additif est au moins un infiniment petit d’ordre 
(b — xy. 

On peut dire brièvement — le sens de ceci ayant, nous 
l’espérons, été rendu clair par les explications précédentes 
— qu’on donne une valeur à l’intégrale en en retranchant 
des infinis fractionnaires en b. 

Il ne faut cependant pas oublier que A lui-même est sup- 
posé admettre les dérivées correspondantes en 6. 


82. Naturellement, on pourrait aussi introduire la même 
conception pour l’intégrale 



A{x)dx 
(6 — x)p+^’ 


où fJL n’est plus nécessairement égal à mais est encore 
nécessairement compris entre o et 1, limites exclues : cette 
quantité peut se définir dans les mêmes hypothèses que 
(16) ou (16'). 

Elle peut aussi s’exprimer, comme dans les cas précé- 
dents, à l’aide d’une intégrale complexe prise le long du 
circuit de la figure 9, intégrale qui, cette fois, devrait être 
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divisée par 1 — Elle peut donc être aussi considérée 
comme obtenue par différentiation de 


(120 

L’intégrale 


A (a;) 

(b — x)f^ 


dx. 


I /• 6 A (x) dx 

I Ja [ix — a)(b~xy+^ ' 

où la quantité h intégrer est infinie aux deux limites, est 
la moitié de l’intégrale complexe correspondante le long du 
circuit de la figure 9 bis. Pour l’intégrale analogue 

/* b A (a;) dx 

Ja î (a: — a) (6 — a;)]p+^ 

on devrait donner au circuit une forme telle que celle re- 
présentée dans la figure 9 fer, de manière que la quantité 
à intégrer revienne à une valeur finale égale à sa valeur 
initiale. 


fg T) (EXIZZI3 


Fig. y hü. 


Fig. 9 ter. 


11 est clair qu’on pourrait aussi introduire d’autres fonc- 
tions que les puissances de (b — x), et qu’on pourrait 
les traiter de la même manière; par exemple : 


1 

(6 — 0?)''+* 


log (6. — x). 


83. De telles considérations pourraient même être éten- 
dues dans une certaine mesure pour 


(17) 



A(x) 

(6 - xY 


dx, 


avec P entier. 

Cette expression peut se réduire à une valeur finie par 
addition de termes 


B(x) 

(b 


(176is) 


4- B/x) log (6 — x). 
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Mais, pour p > 1, on pourrait, en ajoutant à B(x) des 
termes en (6 — xy~\ modifier le résultat d’une manière 
arbitraire. Dans ce cas, ce résultat n’est pas déterminé quand 
on ne connaît que l’intégrale (17), mais demande la con- 
naissance des termes additifs (17 bis). 

Ceci ne s’applique pas à p = 1. Mais, d’un autre côté, le 
résultat obtenu n’est pas invariant quand on change de 
variable, comme on le verra plus loin dans le cas de p frac- 
tionnaire. On a cependant déjà employé en calcul infini- 
tésimal quelques opérations de ce genre, mais avec une spé- 
cification explicite des termes additifs (17 bis) : tel est le 
cas pour la « valeur principale » de Cauchy, et de même 
pour certaines formes des dérivées secondes d’un potentiel 
d’espace Newtonien (tel qu’on les emploiera plus tard, 
n° 115 bis). 

84 . Calcul eüectil, — Un moyen simple d’obtenir la quan- 
tité (10) consiste à trouver d’abord 


(18) 



2 

(à — a) T 


puis à remplacer A (x) par [A (x) — A (à)] -4- A (6), de 
sorte que l’expression se résout en 



dx, 


intégrale généralisée ordinaire (puisque A est supposé véri- 
fier la condition de Lipschitz), et en 

2 A(6) 

(6 — a) T 

De même, pour calculer 

I /*& A{x)dx 

I X W~ 
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OR extraira de A (a:) son développement suivant les puis- 
sances de (b — x) par la formule de Taylor jusqu’au terme 
en (b — xy~^, ce par quoi l’expression devient une inté- 
grale ordinaire; on doit alors intégrer (à notre sens actuel) 
des termes tels que 



dx 

~(b — ’ 


dont la valeur est 

1 1 

1 \ (b — 

de sorte que 


(166is) 


/ 

I A (x) dx 

/ (b — 


Mb) 


(p - y ) 

A"-» (b) r» A, (x}dx 

Ja (b - 


««N p-j-i ^ 

(p__ 1) ^ 

(x) ~ A (x) — [A (6) — A' (6) {b — x) + •••• 

H-(— 1)^"^ A‘^'-'>(6) (6 — 

Ceci équivaut à utiliser la première définition en prenant, 
pour B(a;) : 

n(x) _ A(b) A' (b) 

(b — xY^-i ( 1 ■“ ' ' 

i n — 

2 




/ 

3\ 


- X )^^ ^ 

(p - 



(b—X)"-! 

(— (b) 

‘P — 1) î Y (b — x)^ 


Si on admet que B (a:) est choisi de cette manière, on voit 
que ce qu’on peut appeler le « reste » de l’intégrale généra- 
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c'est-à-dire la différence entre (15') et sa limite — 


(b — xy 


Par conséquent, on en aura une limite supérieure — sa- 
voir M(à — x) — si on on a une pour la valeur absolue de 
A (x) 

— ôcÿ revient au même, une limite supérieure 

M pour la dérivée p**”* de A (divisée par p !) dans le voisi- 
nage de X = h. 

Si A est une fonction, non seulement de x, mais d’un 
certain nombre de paramètres a, fi, .... (desquels b peut 
aussi dépendre), mais avec M indépendant de a, fi, ...., le 
reste peut s’évaluer en fonction de \b — x\ indéi>endam- 
inent de a, .... ; on peut dire (lue (10') converge unifor- 
mément . 


85. Propriétés principales. — Les règles de calcul concer- 
nant un symbole tel que (16') sont généralement tout à fait 
identiques aux règles qui s’appliquent à des intégrales ordi- 
naires, en ce qui concerne les égalités, telles que : 


t/ a f/ a tf c 


En particulier, on peut y effectuer un changement de va- 
riable, à condition qu’il soit régulier en b, c’est-à-dire que 
l’une des variables ait, par rapport à l’autre, une dérivée, 
finie et différente de zéro, de sorte que l’ordre des infini- 
ment petits au voisinage de b ne soit pas changé. 

Mais toute propriété impliquant des inégalités demande 
des précautions appropriées. D’abord, on ne peut rien con- 
clure, quant au signe de l’expression 



A ix) dx 

(6 -f- xy+^ 


de la connaissance du signe de la fonction A dans notre 
intervalle d’intégration, comme le montre immédiatement 
l’exemple de l’expression (18). 
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Limitation des valeurs des intégrales généralisées. — Ceci 
s’applique on particulior à la rochorche do limites supérieu- 
res des valeurs d’expressions telles que (16'). Pour ceci, il 
n’est pas suffisant, comme cela le serait pour des intégra- 
les ordinaires, d’avoir une limite supérieure de la quantité 
à intégrer et de l’intervalle d’intégration. 

En calculant 


(16') 


I 



A(x)dx 
(6 — 


comme on l’a fait au numéro 84, on trouve immédiate- 
ment (en raison de rexpression bien connue du reste de la 
série de Taylor) que : 


(19) I < 


|A(6)| 


|A'(6)| 


p-Ÿ) 


(b — a) 
|A"-‘>(6)| 


1 


I-') (b 


2 

2 (A,) 


ay 


(P - 1) ! Y (b ■ 


• a) 2 




où (Ap) est une limite supérieure du module de la dérivée p® 
de A dans ab. 

Par conséquent, on peut limiter la valeur absolue de I, 
si on a : 

1° Une limite supérieure et une limite inférieure de l’in- 
tervalle d’intégration; 

Des limites supérieures des valeurs absolues de la fonc- 
tion A et ses p premières dérivées (^) (de A elle-même et 


(1) U est facile de donner des exemples d’expressions telles que (16") qui 
prennent dee valeurs aussi grandes que l’on veut quoique A reste fini. Il 
suffit de prendre la suivante ; 


I = 



b / (Na;) dx 


N étant un nombre positif très grand et / une fonction finie pour toute va- 
leur, quelque grande qu’elle soit, de x. En effectuant le changement de va- 

Hadamard. 13 
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de ses (p — 1) premières dérivées en 6, de la p® dans T inter- 
valle), ou tout au moins [car Tintervalle peut se décom- 
poser en (a, b — e) et (b — e, 6)] les limites supérieures 
de la valeur absolue de A dans (a, b) (comme d’ordinaire), 
des (p — 1) premières dérivées pour a; == b et de la p* dans 
un certain intervalle partiel (b — e, b) adjacent h h, inter- 
valle dont l’amplitude inverse l/e entrera aussi dans les 
limitations, de sorte que, si a tend vers b, l’intégrale géné- 
ralisée ne tendra pas vers zéro, mais, en général, vers l’in- 
fini. 

86. Continuité, — En remplaçant la fonction A par une 
autre fonction A, I étant ainsi remplacé par 1, et en appli- 
quant la limitation susdite à la différence (l — 1), on voit 
que la valeur du symbole (IG') est continue d’ordre p, mais 
non évidemment d’ordre zéro, par rapport à la fonction A. 

87. Diftéventintion, — D’après la première conception 
qui nous a conduit à notre nouveau symbole, on voit immé- 
diatement qu’il admet directement la différentiation par 
rapport à 5, laquelle s’exécute en différentiant sous le signe 

^ et en n’écrivant aucun terme correspondant à la limite 

supérieure, ces derniers termes étant compris dans les ter- 
mes fractionnaires infinis qu’il y a lieu d’ajouter pour que 
l’intégrale ait une limite. 

11 s’ensuit que toute équation différentielle (linéaire) qui 
serait vérifiée par l’intégrale (considérée comme une fonc- 
tion de b), si elle était prise entre les limites constantes 
a, c, l’est aussi quand une des limites est justement b. 

C’est, comme on l’a noté au numéro 73, la remarque 
fondamentale de Darboux. 


riable Na; = z, on voit immédiatement qu’on a l’égalité cusymptotique : 
I = NP-i Ij, 


I, = 



f{z)dz 

ZV—i 


Si alors diffère de zéro, I croîtra indéfiniment comme Nr—i. 
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III. — Ca8 des intégrales multiples. 


88 . On étendra la notion précédente aux intégrales mul- 
tiples, par la réduction habituelle de celles-ci à des intégra- 
les simples. Soit (par exemple dans l’espace ordinaire) une 
intégrale telle que 


(20) 



Mx, y, z) 

[G(a;, y, 2)] 


dxdydz, 


une partie S' de la limite du domaine d’intégration T étant 
la surface G = 0, avec l’hypothèse essentielle que cette 
partie de la frontière ne contient pas de point singulier, 
c’est-à-dire qu’en aucun de ses points les dérivées partiel- 
les premières de G ne s’annulent en même temps. Alors, 
pour un point voisin quelconque, la distance à la frontière 
(ou plutôt à la partie S' qui vient d’en être considérée) est 
un infiniment petit exactement du même ordre que la va- 
leur de G. 

Supposons, d’abord, que ~ en particulier est partout 

O, et même qu’une parallèle quel- 
conque à l’axe des s coupe la sur- 
face en question en un seul point 
s = et sous un angle fini^ 
de sorte que l’on peut écrire 
G = (2 — Zi)Gi. Supposons de 
plus, pour l’instant, que chaque 
partie de la frontière adjacente à 
G = 0 consiste en une surface cylin- 
drique parallèle à l’axe des 5 (fig. 

10 ). On écrira alors, par définition : 
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si, par exemple, le segment (21 Z) intercepté par T sur 
une i>arallèle quelconque à l'axe des s a 2i comme limite infé- 
rieure et si la limite supérieure Z ne correspond à aucune 
singularité de la quantité à intégrer. 

Si i est une fonction de x, y et d'un paramètre très petit 
infiniment petite avec e et développable suivant les puis- 
sances de 6 au moins jusqu’à l’ordre p, le terme en e étant 
lui-même toujours différent de zéro, ceci signifie qu’on prend 
la limite de 

après soustraction de termes convenables, infinis d’ordre 
fractionnaire en e ^savoir de la forme 

dhjx, y, e) S^(x,y) B ( Jh^ -f- -f- <^p-i \ 

gP-è gP-è ) 


avec la condition que la convergence de 



A 


dz 


soit uniforme (n” 84 ) quand x eï y varient, pour qu’il soit 
permis d’éolianger le passage à la limite et l’intégration par 
rapport h x, y, ce qui sera le cas si 





est compris entre des limites finies sur toute la surface S' 
et dans son voisinage. D’un autre côté, G est supposé ad- 
mettre des dérivées jusqu'au p® ordre par rapport à x, y, 
2, de sorte que tel est aussi le cas, sur la surface en ques- 
tion, pour 2 considéré comme fonction de Xy y. 

Cette définition, ainsi présentée, est évidemment équiva- 
lente à la suivante. 
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Supposons que le voisinage de G = o soit séparé du do- 
maine T par une surface (r) telle que 

(r) G = yix, y, Z, e), 

dans laquelle y désigne une quantité ayant avec zéro un 
voisinage d’ordre p (n® 20), — c’est-à-dire très petite, en 
même temps que ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre p, 
quand e tend vers zéro. Par exemple, soit y égal à eD, en 
désignant par D une expression dérivable indépendante de 
e. Alors, si on l’étend au domaine Tj déduit de T en retran- 
chant ce voisinage Ï 2 de la surface, l’intégrale ne tendra 
pas vers une limite quand c tend vers zéro; mais elle en 
admettra une si on en soustrait une expression convenable- 
ment choisie de la forme 

Bq -f- R,£ -f- — H- 

■■ cP-i "" £P~i 

(ce qui, naturellement, détermine complètement les coeffi- 
cients B). Cette limite est égale à (21) — car (r) peut évi- 
demment s’écrire sous la forme — s,(x, y) -h i — et, par 
conséquent, est entièrement indépendante du choix de la 
fonction D ou même de y, avec les conditions spécifiées pré- 
cédemment. 

89. Mais cette nouvelle forme de la définition est aussi 
indépendante des restrictions précédentes concernant la po- 
sition du domaine T par rapport aux axes de coordonnées. 
Le calcul peut être lui-même rendu indépendant de ces res- 
tiâctions (sous des conditions de régularité qu’on va spéci- 
fier) à l’aide d’une transformation ponctuelle. 

En supposant ici un nombre quelconque m de dimen- 
sions, rapportons le voisinage de G = o à un système de 
coordonnées curvilignes dont l’une sera G, les autres étant 
désignées par Aj, ...., telles qu’elles admettent 

des dérivées jusqu’au p® ordre par raport aux coordonnées 
Cartésiennes et que le Jacobien K ne s’annule jamais, l’élé- 
ment de volume étant : 

dT = dxi dx2 .... dxjn = K dAj dAj .... dX^-idG 
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( OÙ KdAi, dAg, ..... dXrn-^^ est précisément ce que nous avons 
appelé précédemment dra, ou le quotient S’il en 

est ainsi, les courbes 

Aj = const., Aj = const., ...., = const., 

qu’on désignera par l et qui remplaceront maintenant les 
parallèles à Taxe des s, doivent couper S' sous des angles 
finis. 

Supposons d’abord que chaque partie de la frontière ad- 
jacente à G ™ O est un lieu de courbes coordonnées l. 
Il faut immédiatement noter que cette hypothèse, jointe à 
celles qu’on a déjà faites, implique : 

1° que la surface G = o est régulière (n® 9) : plus exac- 
tement, qu’une de ses coordonnées cartésiennes, considérée 
comme fonction des autres, a des dérivées partielles conti- 
nues jusqu’au p® ordre; 

2® que chaque portion de la limite adjacente à G = o a 
la même propriété; 

3® que de telles limites coupent G = o sous un angle qui 
ne s’annule jamais (ni ne devient jamais égal à tt). 

Ges conditions sont nécessaires pour la validité de la défi- 
nition que l’on va donner. Réciproquement, si elles sont 
vérifiées, on peut trouver, d’une infinité de manières, un 
système de coordonnées curvilignes tel qu’on l’a admis ci- 
dessus. Alors, on peut prendre : 


SSS.p ~ dx^dx^y--dx^ = 


sss. 


T KdAjdA^ dA^_j dG 
SSdA,dA,....dV, / dG, 


cette troisième forme de la définition étant encore évidem- 
ment équivalente à la seconde (et, par conséquent, indé- 
pendante de la transformation ponctuelle employée, sous 
l’hypothèse susdite) Q). 


(1) Il arrive vgouvent que l'emploi des coordonnées curvilignes n’est possible 
que dans le voisinage de la surface singulière S'. Il sera alors commode de 
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On obtient la partie finie de Tintégrale simple suivant l 
en la prenant à partir non de G = o, mais de G = y, puis 
ajoutant un certain terme complémentaire 

CB, 

yP-i 

OÙ CB est une fonction régulière de y (et 

aussi, par conséquent' des x). En intégrant par rapport aux 
A, on aura évidemment une intégrale (m — le long de 
(r), savoir : 

( 24 ) SS dA,dA,.-dA„._., 

et on obtiendra la valeur de (21') en ajoutant SSSti et 
(24), puis faisant tendre e (et par conséquent y) vers zéro. 

Pour P = 1, le terme complémentaire (24) peut s'écrire 
de manière que son indépendance par rapport au choix 
de la transformation ponctuelle soit mise en évidence, 
savoir (en raison de notre remarque préalable concernant 
KdAj dAa .... dXrn) ' 

90. 11 sera utile pour la suite de remarquer qu'une des 
restrictions géométriques précédentes peut être levée. Si. 
par exemple, pour l’expression (20), on veut commencer par 
intégrer par rapport à z, on peut le faire même si certai- 
nes parties S" de la limite de T, adjacentes à G, sont incli- 
nées par rapport à Taxe des z. 

Pour le voir, coupons de nouveau T (les deux parties ainsi 
séparées étant de nouveau désignées par Ti et Ta) par la 
surface (t), laquelle coupe S" le long d’une certaine arête A' 
(une ligne, dans l’espace ordinaire). Si, par chaque point 
de A', on mène une parallèle à l’axe des z, jusqu’à sa ren- 
contre avec G, on engendre ainsi un cylindre (2, dont la 


diviser T en deux parties, une partie centrale T" où l'intégrale se calcule 
comme d’ordinaire, et une autre partie T' contenant tout le voisinage de S', 
où on emploiera rexpression (88). ^ * 
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région intérieure C) sera la région remplie par les parallèles 
à Taxe des z qui rencontrent (r) à l’intérieur de T. Soit 
la partie commune à cette région intérieure et à T; soit J 
l’intégrale 

J rrr 



étendue à tandis que sera l’intégrale (ordinaire) éten- 
due à Tl . 

En raison de la forme cylindrique de C, l’intégrale J 

s’exprime comme on l’a 
déjà exposé, savoir : 

J 

Cl étant encore l’ordonnée 
de (j et L’intégration dou- 
S] Me éMnt étendue à la 

Fig. tl. hase .s, du cylindre C sur le 

plan des xy. Si on désigne encore par Ci H- i l’ordoïinée 
correspondante de (’■), et que S dépende de £ de la meme 
manière qu’auparavant, on a, par la définition de notre 





symbole, 



(3(x, y, e) 


t] (X, y) 


(B (x, y, e,) étant une fonction qui admet un développement 
de Maclaurin suivant les puissances de e au moins jusqu’au 
]f ordre, et y — y {x, y, e) un infiniment petit. Ceci donne, 
en intégrant dans .Sj, 


//.' 


(x, y) dxdy 






Xy y, Z) dxdy. 


(1) On suppose, pour plus de commodité, qu’on est dans le cas (qui est 
celui qui nous intéressera) où les parties utiles do S" — et même le domaine 
entier ï — se projettent sur le plan des xy à l’intérieur de l’aire s d’inté- 
gration de I. La figure 11 représente un© section de T, do (ce dernier 
ombré), etc., par un plan parallèle à l’axe des z. 
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Mais l’intégrale double en rj est aussi inliniment petite 
avec e (^); et, dans le dernier terme, à cause de la régularité 
supposée de (r) et de S", le second facteur (pour lequel il 
faut tenir compte de la variation simultanée de la quantité 
à intégrer et de Taire d’intégration) admet des dérivées suc- 
cessives (^) en e. Il est, par conséquent, lui-même un déve- 
loppement de Maclnurin [au moins jusqu’au (p — 1)® ordre], 
de sorte que 


où représente la quantité infinitésimale 


J f] dx dy 


et 


où B (e) est encore régulier en e. 

Si on désigne maintenant par I l’intégrale (21) que Ton 
veut calculer, la différence I — J sera, en général, infinie 
(c’est le cas pour des intégrales simples prises le long de 
génératrices du cylindre C quand leur longueur tend vers 
zéro); mais cet infini sera un infini fractionnaire de la 
forme (23) puisque J — T (comme on vient de le démon- 
trer) et I — Il (par définition) sont tous deux de cette 
forme. Ceci équivaut à écrire 


(26) 


J “ J J J ix, y) dxdy ~ JJ* dxdy J 


QP+i 


de sorte que le calcul de la partie finie de l’intégrale triple 
se réduit a deux (( })arties finies », Tune d’une intégrale 
simple, l’autre d’une intégrale double. 

Ceci reste évidemment valable pour des intégrales à un 
nombre quelconque de dimensions, et aussi lorsque les 
parallèles à Taxe des 2 sont remplacées par des courbes l 
telles qu’on en a déjà considérées. 


d'» On athnet que 1 / teimd uoiiformément vers zéro par rapport à x, y, ce qui 

dP / A \ 

est légitime (n® 84) quand la p* dérivée l j 

voisinage do S'. 

(2) Cependant, il faut noter que ceci suppose rexistence de dérivées de B 
iiisqu’à l’ordre (p — 1) i)ar rapport à x, y, z, de sorte que, comme B contient 
•p — 1) dérivées do A et de G, (par rapport ù 5 ), il faudrait des dérivées de 
la quantité à intégrer jusqu’à l’ordre (2p — 2), 
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Par conséqu'cnt, de telles courbes ne sont pas assujetties 
à être tracées sur la partie non singulière S du contour. 

Quant à la condition que Pangle entre l’une d’elles et la 
partie singulière G ne devienne nulle part infinitésimal, 
elle reste essentielle, comme on le verra par des exemples, 
quand on emploiera ce mode d’évaluation. 

91. Ceei s’applique aussi à notre première hypothèse con- 
cernant la régularité de la surface. 

Si la surface frontière G = o possède un point singu- 
lier a (ce qui sera justement le cas dans l’application dont 
nous aurons surtout à nous occuper), on devra procéder 
exactement comme pour des intégrales généralisées ordi- 
naires, c’est-a-dire séparer le voisinage de ce point singulier 
par une petite portion de surface 2, puis passer à la limite. 
2 doit seulement avoir avec le point singulier un voisinage 
d’ordre p, c’est-à-dire que, par une extension naturelle du 
numéro 20, non seulement le rayon vecteur (‘) qui joint 
le point singulier à tout point de S doit être très petit, mais 
aussi ses dérivés jusqu’au p® ordre par rapport aux cosinus 
directeurs de sa direction, condition qui est, d’ailleurs, très 
généralement remplie (par exemple, si S dérive d’une sur-' 
face régulière fixe par homothétie par rapport au point sin- 
gulier, ou par translation, etc...). On cherchera pour cha- 
que cas si la limite existe (quoiqu’on puisse sans doute 
foimer sans grandes difficultés des conditions suffisantes 
assez générales). 

92. Néanmoins, les considérations précédentes s’appli- 
quent encore quand G est le produit de deux facteurs 
G = G'G", de telle manière que G = o est composé de 


(1) De tels rayons vecteurs peuvent ôtre pris rectilignes, mais peuvent aussi 
bien (ce qui est équivalent, en raison des règles classiques du calcul différen- 
tiel) être pris le long d’un enseimble régulier lj[ueî<^iique de courbes, 
c’est-à-dire d’un ensemble de courbes passant par a. dépendant de (m — 1) 
paramètres (par exemple, m — 1 des oosinue directeurs de leurs tangentes 
en a) et telles que des dérivées continiies des ooordonmées par rapport à 
ces paramètres et à l’arc s, existent jusqu’à l’ordre p, le Jaoobien ne s’an- 
nulant jamais. Nous emploierons cette méthode, en nous servant des géodé- 
sîques (n<ï 55) issues do et, et nous reviendrons sur le sujet à cette occa- 
sion (V. no 100 ). 
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deux parties G' — o, G" = o, qui se coupent : c’est ce qut 
arriverait si, par exemple, T était un rectangle, G désignant 
le produit des quatre côtés. 

Supposons, par exemple, que G — xy, le domaine d’inté- 
gration étant dans la région x > o, y > o. Alors, pour 
définir l’intégrale 


UJ, 


ACx, y)dxdy 


on commencera (^) par limiter l’intégration kx> y > e" 
— en désignant par e' et e" deux nombres positifs petits — 
après quoi [comme il apparaît si on développe A {x, y) sui- 
vant les puissances de x, y et qu’on calcule 


If 


dxdy 


(q, r — 0, 1, 2, p)] 


l’intégrale peut être rendue finie en soustrayant des termes 
complémentaires en 


( 27 ) 


B B B 

g'P-è ’ ’ g'P~è e"P-è 


(B désignant des quantités régulières en e', e"). En réduisant 
le cas général G = G'G" au cas précédent par une transfor- 
mation ponctuelle (où G' et G" sont pris comme nouvelles 
variables x et y), on obtiendra alors le même résultat par 
des termes complémentaires de la forme susdite (si Ti est 
séparé de Tj par les surfaces G' = e', G" = e"),' avec la 
même signification pour B. Etant donné que la troisième 
espèce de termes possède, comme les deux premières, la 
propriété de ne jamais rester finie pour des valeurs infinitési- 
males quelconques de e', e", sans s’annuler, la théorie pré- 
cédente est encore applicable : c’est-à-dire qu’il y aura une 


(1) Noua simplifions le raisonnement en supposant qu’on s’est donné non 
seulement les deux surfaces G' = o, G" = o, mais aussi les premiers mem- 
bres G', G" de leurs équations (ce qui n’était pas nécessaire dans ce qui pré- 
cède); cette condition sera remplie dans l’application qu’on aura à faire 
du résultat actuel, de sorte qu’il ne sera plus nécessaire de prendre les 
surfaces de séparation (r) sous la forme plus générale du n^ 9%. 
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infinité de manières de choisir les termes (27) de façon à 
obtenir une limite finie, mais (jiie cette dernière aura la 
même valeur (juelles que soient les méthodes employées. 

En général, rien de semblable ne subsistera pour d’autres 
sortes de singularités de G = o. Il faudra prendre les pré- 
cautions auxquelles il a été fait allusion dans le numéro 
précédent, et on verra d’ailleurs qu’elles changent effecti- 
vement le résultat. 

93. On peut répéter pour les intégrales multiples tout ce 
qui a été dit sur les égalités et les inégalités relatives aux 
intégrales simples. En particulier, il est permis de changer 
de variables si les dérivées partielles mutuelles existent 
jusqu’au // ordre et que le Jaoobien ne s’annule en aucun 
point de la surface de singularité G = o. 

On effectuera la différentiation, dans le cas où >le pa- 
ramètre influe sur la forme de la partie singulière du con- 
tour G = O, sans écrire aucun terme correspondant h cette 
influence (puisque tel est le cas pour l’intégrale simple prise 
le long de chaque ligne l). 

On obtient une limite supérieure en intégrant le long des 
lignes (^) l et en appliquant à chaque intégrale simple la for- 
mule (19) (n"* 85). Dans ce but, on doit encore, naturelle- 
ment, connaître des limites supérieures de la quantité à inté 
grer et de ses dérivées jusqu’au p® ordre, et, réciproque- 
ment, cela sera suffisant, si on connaît des limites tant 
inférieures que supérieures pour les longueurs des arcs de 
courbes l comprises dans T. 

94. En un mot, notre nouveau symbole consiste à donner 
à l’intégrale une valeur par soustraction d’infinis fraction- 
naires. Il arrive, par conséquent, que, dans le calcul, on ait 
à supprimer de tels infinis fractionnaires : si deux intégra- 


(1) Si on opère comme au n® 90, il faut connaître des limites supérieure.^ 
pour les dérivées jusqu’à l’ordre — 2; d’um autre côté, il ne sera plus 
nécessaire de connaître dos limites inférieures pour les longueurs des arcs 
des courbes l compris dans T (mais seulement celles des angles entre ces 
courbes et G = o). 
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les différentes de la catégorie précédente, étendues au même 
domaine T, sont telles que, étendues à T', elles diffèrent par 
une quantité qu’on sait être nécessairement de la forme 
(23), leurs parties finies doivent être égales, et, par consé- 
quent, il ne doit être tenu aucun compte de la différence 
en question. 

Par exemple, supposons, dans la formule (g) de Green, 
que la partie à intégrer du premier membre soit de la forme 

A B 

et les % de la forme où les B sont de nouveau 

des fonctions régulières des x. Si la frontière du domaine 
d’intégration T est entièrement constituée par une surface 
G == O (sur laquelle on fait toujours les mêmes hypothèses 
générales), la partie finie de V intégrale multiple correspon- 
dante sera mille. Car, si on la prend d’abord sur la sur- 
face 

(r) G = Y(a?i, X 2 , e), 

cette intégrale [en raison de l’identité (g) en question] se 
réduira à un infini fractionnaire en e ; ce qui équivaut à la 
conclusion précédente. 

Si certaines parties S' seulement du contour appartien- 
nent à G = O, il ne faudra écrire que les SS relatifs aux 
portions restantes S" — ou plutôt les parties finies de ces 
SS — : la formule (g) s’écrira : 



Ceci devient intuitif si on emploie les variables complexes 
comme aux numéros 80-81. Pour simplifier l’interpréta- 
tion géométrique, bornons-nous à une intégrale double 
A {x, y) dxdy 

étendue à un rectangle ayant un de ses 

côtés le long de a? = 0 . En laissant y réel, on remplacera 
X par X 4“ ix' et on considérera x' comme une troisième 
coordonnée dans l’espace à trois dimensions. I est alors 
égal à la moitié de l’intégrale prise sur un feuillet double 
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qui serait plié autour de a; = o et qui couvrirait deux fois 
le rectangle (ou, si on préfère, prise sur un demi-cylindre 
elliptique infiniment plat, ayant une focale le long de 
~ O et ayant le côté opposé comme axe). 

Si on prenait 

A(x, y)dxdy 
[x(a — x) ]**+* ’ 

le rectangle d’intégration ayant x = o et a; = a comme 
côtés opposés, on considérerait un segment d’un cylindre 
elliptique complet ayant ces côtés comme focales. 

Dans tous ces cas, la relation avec une intégrale curviligne 
apparaîtrait immédiatement à l’aide de la transformation 
précédente (oette> intégrale étant prise le long des côtés 
du rectangle qui correspondent à des bords de la surface 
cylindrique et qui sont au nombre de trois dans le premier 
des deux exemples précédents, de deux dans le second). 


IV. — Quelques exemples importants. 


95. Nous allons considérer, au point de vue précédent, 
l’intégrale 


/ dz 


n+i 


Prenons-la d’abord entre -f-v^ et le nombre fixe Zi > /a. 
Pour n = 0 , on a : 


r 

J. ^ 


où 


■ Al.. _ ~~ « 


i loge? -f- P (a), 


P(a) = Iog(2i + kj — a) 


= log Z, 4-, log (i H- ^ 1 — 


est une série entière par rapport à a. 
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( 28 ) 


On en déduit, par différentiation : 

(~ D" 1 


/ 

t/ V^a 


dz 

(z^ — a)«+i 


-h 


r(« 




2 nC„ a" r(n -H i) da” 


P (a)» 


Cn désignant le coefficient numérique (^) 



Pour Zi = X), le dernier terme du second membre de 
( 28 ) disparaît ( puisque P (a) est en et que par consé- 
quent chaque terme, sauf le premier, contient Zi en déno- 
minateur) ; d’où f) : 


( 30 ) 



(- 1 )" 
2 n C„ a" 


(avec n entier > o). 


On doit aussi noter la valeur de Tintégrale pour n < o, 
soit : 



• C^/a”'log a -f Pj (a) 


(1) En particulier, Cp =: 1, C, = 

(2) On pourrait aussi trouver la valeur de (30) h partir d’un autre point 
de vue, donnant ainsi un bon exemple de la première définition du n« 80. 
Si on remplace le segment réel oo) par une courbe qui le contourne, 
l’intégrale correspondante — qui est le double de (30) — peut être transfor- 
mée, grâce au théorème de Cauchy, en une intégrale le long do l’axe imagi- 

/ + dz 

; cette dernière quantité se réduit 

■00 (« -H 

immédiatement et classiquement à une intégrale Eulérienne de première 
espèce B. 
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C„ 'désignant le même coefficient numérique que tout à 
riieure. Ceci se déduit encore du cas de n' = o par intégra- 
tion par rapport à — la valeur de l’intégrale étant évi- 
dente pour a = O, — ou plus simplement, en dévelop- 
pant la quantité à intégrer (*) suivant les puissances de ~ 


96. Les formules relatives aux cas où les limites sont 
— \/a et -f- \/a sont particulièrement importantes pour ce 
qui suit. 

U intégrale 


(31) 

est nulle. 
L’intégrale 



(n entier > o) 



- 1 -/ 0 " 


dz 


(avec n' entier > o) 


égale à 2?rA, A désignant le coefficient de log a dans 
l’expression (28), soit : 


(31') 



(32 


a 


2 " dz = ( — 1)”"*“^ 


de sorte que 


- 2 dz — TrC^^a"'. 

(31 bis) 1 

f (a - 

J 




Cette forme du résultat, impliquant une relation entre 
(28') et (31') [laquelle peut être considérée comme existant 
aussi entre (28) et (31)] , sera pour nous d’un intérêt tout 


(1) Le terme en a"' est le seul qui contienne z à la puissance ( — 1), et qui. 
par conséquent, conduise à un résultat logarithmique. 
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particulier dans la suite. Elle peut s'établir en considé- 
rant (31') comme une période de (28'). Si on suppose que a, 
partant d’une valeur positive déterminée, y revienne par 
une circulation directe autour de l’origine dans le plan com- 
plexe, le point \/or effectue un demi-circuit, en allant de 
-h \/ôr à — \/ôr. Comme, en même temps, reste fixe (à 
une distance finie ou infinie suivant les cas), (28') croît de 
2^VA, et la relation est démontrée. 

Bien entendu, ces mêmes formules (31'), ou plutôt (31 bis), 
peuvent s’obtenir directement et, plus précisément, en fonc- 
tion d’intégrales Eulériennes de première espèce : car, par 
le changement de variable z — \/âF, l’intégrale (31 bis), 
qui se ramène aussi immédiatement (par z = cos 9 ) à 
une intégrale de Wallis, devient : 



Si on différentie par rapport à «, ce qui peut se faire par 
simple différentiation sous le signe ^ et sans écrire au- 
cun terme pour les limites, cela donne, par un nombre suf- 
fisant de différentiations, la valeur 0 pour l’expression (31). 

De même, si q est un entier positif et impair, on a, 
pour n' > O (le premier membre pouvant encore se rame- 
ner à des intégrales Eulériennes ou de Wallis) : 



Haoamaro. 


14 . 
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Partant de nouveau de n' = o, on obtiendra des par- 
ties finies d’intégrales contenant (1 — ou (a — 
au dénominateur en différentiant par rapport à a (ou par 
une intégration par parties classique, par rapport à t, ap- 
pliquée à la seconde forme de l’intégrale). On voit ainsi : 
que 



. . q — 1 

est nul quand q est impair et n > — ^ — 


2"* que, pour n < 


q- 1 



Il est presque évident, et on peut vérifier immédiatement, 
en exprimant le symbole B à l’aide des fonctions T, que le 
facteur numérique se trouvera être le même que dans (32), 
sauf le changement de n'en — n, c’est-à-dire égal à 
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En particulier 



de sorte que, dans ce cas, on obtient des formules exacte- 
ment semblables à (32), à T introduction près du nouveau 
symbole | 

97. Volume des bypevhoMdes à m dimensions. — Consi- 
dérons la quadrique à m dimensions 

(Hi) -h x/ -f- .... 4- — x\ = 1, 

analogue à Thyperboloïde à une nappe et le volume (à m 
dimensions) compris entre cette quadrique et le « cône 
asymptote » 

(c) 4- -4- .... -h X — xj^ = O. 

Pour le calculer, on peut exprimer Xj, .... x^-i en 
fonction de 

r = v^Xi^ 4- Xa"* 4- .... 4- xVi 

et de paramètres angulaires 9 m -2 définissant une di- 

rection à partir de l’origine dans l’espace à (m — 1) dimen- 
sions (Xj, Xa Xm-i); d’où 

dxidxa .... dxm-i = drdO„i_2, 

où dilm ~2 (correspondant aux variations des cp) est un élé- 
ment de surface de la sphère de rayon 1 dans l’espace à 
(m — 1) dimensions. En sommant d’abord pour toutes les 
directions possibles dans ce dernier espace, nous exprimons 
notre volume par l’iintégrale double 

ff 


(34) 
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n ^_2 désigne la surface de l’hypersphère de rayon 1 dans 
r-espace à (m — 1) dimiensions. Elle est égale à 


[- (Dr- 

r(^) ' 


c’est-à-dire à 


m — 1 

_ 2 




1 


J et on 


yle volume de cette même sphère est 
peut observer que cela permet de parler meme de dont 
la valeur est J* ^ dx = 2^- 


On a à étendre (34) entre une branche de l’hyperbole 
= 1 et ses asymptotes. Or, si on pose 


Xnt = rz, 


Z — constante représentera, dans le plan des (r, Xm)y un 
rayon vecteur partant de l’origine, et, dans notre espace 
à m dimensions primitif, un hypercône. Le volume compris 
entre deux hypercônes consécutifs (z, z + dz) et la quadri- 
que [qu’on calcule facilement en exprimant les variables Xm 
et r de (34) en fonction de z eï de p — sjr^ — Xm et en fai- 
sant varier p de zéro à 1], sera : 

^m— 2 dz 

m y/i — 

Si on intégrait entre — z et -f- z, avec o < z < 1, ceci 
nous donnerait le volume compris entre les deux cônes cor- 
respondants et la quadrique. 

Si m est impair, une telle intégrale aura une partie finie 
si Z tend vers 1. On l’appellera, par définition, « la partie 
finie du volume compris entre la quadrique et son cône 
asymptote ». 
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En raison des conclusions du numéro précédent, on voit 
que cette partie finie est nulle. 

Prenons, d’un autre côté, la quadrique 

(Hg) -h -h .... — 

laquelle est, pour m — 3, Vhyperboloïde à deux nappes 
Considérons de nouveau le volume compris entre .la nappe 
correspondant à Xm > o et le cône asymptote (c). 

Ce volume sera représenté par l’intégrale 

11m— a r dz 

rn J — 1*" 


qu’on doit prendre entre 1 et -f- X). Si m est impair et égal 
à 2mi -f- 1, l’expression ainsi obtenue a une partie finie, 
qu’on appellera la « partie finie » du volume considéré. 
La valeur de cette partie finie sera : 


(35) 


(2m^ -f- 1 ) 


Par exemple, pour l’hyperboloïde à deux nappes ordi- 
naires, on a : 



Si l’hyperquadrique est donnée sous la forme plus géné- 
rale 


H (^1, X 21 Xft^ — 1, 


(H étant une forme quadratique quelconque à un carré posi- 
tif et m — 1 == 2mi carrés négatifs), le résultat doit évi- 
demment être divisé par -f- D étant le discriminent 

de H. 

Le signe de la partie finie obtenue est variable ^ comme 
on l’a vu d’après (35) : en raison de ce qu’on a dit au nu- 
méro 85, il dépend de la parité de 1 = 


2 
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98. La même méthode s’appliquerait à l’hyperqua- 
drique 

(HO + 4- •••• = 

qui se rattache aux équations u = o de M. Coulon. En 
introduisant les variables aüxiliaires 


r = ^2 -t- •••• V» ^ = */yi^ -+- î/2^ + •••• + î//' 


le calcul du volume se ramènerait, comme précédemment, à 
l’intégrale double 

“p-i /’A'-V^-Mrdr', 


qui, avec r = rz, mènerait à l’intégrale simple 


(36) 


Hyi r dz 

P + q J v^l — 


Si on prend cette intégrale entre z = — letz^H-l, sa 
partie finie aura une signification pour j) q impair. Pour 
q impair, elle sera nulle (n® 96). 

Pour le cas de q pair et de p impair seulement, la partie 
finie du volume compris entre la quadrique (H') et son cône 
asymptote 

1 1 


existera et différera de zéro; sa valeur sera 

® V~ 2 — 2 ) P-Fq 


99. Les nombres n sont en relation très simple avec les 
coefficients Cn introduits précédemment; on a 

ffi 

r ir C_m = ir Cm._, 
tn 12 2 

(et, plus généralement, des relations entre n,»!, et 
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Ceci se vérifie immédiatement, mais est à peine distinct 
du raisonnement du numéro précédent. La détermination 
classique de (comme cas particulier de l’intégrale de 
Dirichlet) est entièrement semblable au calcul précédent; ce 
dernier, appliqué au volume de la sphère à m dimensions 

de rayon 1 Régale à ~ réduit celui-ci à : 

J f r-'^drdx, 

intégrale double étendue à 4- x"" < 1 et se réduisant im- 
médiatement à (31'), comme précédemment. 

100. Si on coupe le volume d’un de ces hyperboloïdes à 
m = 2 mi 4- 1 dimensions par un plan passant par le cen- 
tre (qui est supposé couper la surface), ce dernier peut tou- 
jours être considéré comme un plan diamétral, et, par consé- 
quent, les deux volumes partiels ainsi séparés doivent être 
équivalents l’un à l’autre : de sorte que la partie finie du vo- 
lume du demi-hyperboloïde à une nappe est nulle et que celle 
du demi-hyperboloïde à deux nappes est égale à la moitié de 
la valeur obtenue au numéro 97. 

Une conséquence de ceci est que deux plans quelconques 
de cette espèce dont l’intersection est intérieure au cône 
asymptote (s’il s’agit de l’hyperboloïde à deux nappes) in- 
terceptent entre eux, dans la portion d’espace comprise en- 
tre la surface et son cône asymptote, un volume infini dont 
la partie finie est encore nulle. 

101. La notion d'intégrale généralisée, telle qu’on vient de la 
développer, permet de trouver la relation entre les expressions de 
M. Tedone et la solution élémentaire. Il est à prévoir (par le pre- 
mier exemple de m = 3) que cette dernière, pour admettre les 
opérations ordinaires du calcul, doit être d’abord intégrée plu- 
sieurs fois — au moins fois — par rapport à 

Or, de telles intégrations successives (ou plutôt superposées) 
d’une fonction F(t) depuis la même limite inférieure T jusqu’à 
la limite supérieure peuvent encore être remplacées par une 
seule moyennant l’introduction du facteur (t' — t)”~^ de sorte 
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que, pour T étude de Téquation généralisée des ondes cylindri- 
ques pour m — 2mi -f- 1, en partant de la solution élé- 

mentaire 

1 

[do - ty — 


on doit en déduire l’intégrale définie 



[(to — ty — r"]»"-* 


dans laquelle, comme au numéro 73, on prendra t ' indépendant de 
t, mais la limite inférieure T égale à t + r. 

Les expressions de M. Tedone correspondent (}) à un nombre 
d’intégrations plus grand qu’il n’est strictement nécessaire, savoir 
n — m — 2 == 2m ^ — 1 (l’avantage est d’obtenir des expres- 

t' — t\ 

sions assez simples qui ne dépendent que du rapport — - — I. 

Sa fonction d) est égale, à un facteur numérique près, à une inté- 
grale définie (^) (généralisée) : 



Que, appliquant la formule fondamentale à une telle quantité 
ainsi qu’à la fonction inconnue w, on soit conduit à obtenir la 


(1) Daoe la notation de M. Tedone, notre nombre m est désigné par m -f- 1 
et (pour les valeurs impaires de ce nombre) notre nombre est appelé p. 

(2) avec sa notation. 

(3) Vj, considéré comme fonction de t et des x, vérifie (e,n__j), comme il 
résulte de nos principes; c’est, avec le fait d’être une simple fonction de 

t' — t 

(variable ^ de M, Tedone) en même temps qu’avec sa singularité 

logarithmique (laquelle se constate facilement par les principes de la théo- 
rie des fonctions), ce qui prouve son identité avec l’expression de Tedone- 
Un calcul direct, donnant sous la forme de Tedone, s’obtient en posant 

et de même 

tf --t — r 
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valeur de (10') (n° 78), d'où u s'ensuit par différentiation, c'est 
ce qui est maintenant évident a priori. On voit que la dérivée 
(rwi — 1)* de M pourrait avoir été employée dans le meme but. 


ce qui donne 



I = 


/ I (t' — r)»»,-» — T-»,-* (r' 
7-“, -H 1 — T 




Le premier terme eet le terme logarithmique : et, comme 

(r' — r)2"» -a — r»*» (r' — l)3m ~2 

__ 

= [,. - 1) + / (/ - r)] ^ (/ - r»-* (1 - 

l’intégrale (généralisée) reetante I peut être développée suivant les puis- 
sances de 

4r' (r - 0* ~ r2 


(1 - T')^ 

avec le facteur commun 


1 + 


2r' 


I'— t 


1 — r' 


les coefficients étant des fonctions Eulériennes ® (V. n® 96). 



CHAPITRE II 


L’ÉQÜATION A UN NOMBRE IMPAIR DE VARIABLES 
INDÉPENDANTES 


102. En nous rappelant les principes qui précèdent, nous 
pouvons aborder le problème de Cauchy pour l’équation 


(E) 


^(u) 

i, k 


â^u 

ÔXiÔXff 



^ + Cu = 


/• 


Il y a lieu de prévoir qu’on aura à distinguer entre les cas 
de m pair et m impair. Nous commencerons par ce dernier. 
La solution élémentaire est alors unique. Elle ne contient 
pas de terme logarithmique, mais un dénominateur irra- 
tionnel. 

Nous la construirons, non pour l’équation donnée, mais 
pour l’équation adjointe Q) : 


(&) 


Ç(v) = O, 


dont la solution élémentaire sera de la même forme, savoir : 
v = v (x; a) = 

pour m = 2mi 4- 1 ; T est encore le carré de la distance géo- 
désique entre les deux points x (xi, a^a, Xm) et (ai, Uj, 
...., Uni), tandis que V est une fonction holomorphe des 2m 


(1) L’équ'ation adjointe sera toujours prise hom-ogèue [soit (v) — o] 
même si réquation proposée est à second memibre [g* (u) = / o]. 
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coordonnées de ces deux points, prenant, quand ils coïnci- 
1 

dent, la valeur 

Dans ce qui va suivre, on va supposer que l’équation ap- 
partient au type hyperbolique, et même au type hyper- 
bolique normal, de sorte que la forme caractéristique 



consiste en carrés ayant tous, sauf un, le même signe. Le 
conoïde caractéristique se compose alors de deux nappes 
et divise l’espace en trois régions, dont deux sont intérieu- 
res, savoir une intérieure à chaque nappe. On suppose 
l’équation écrite de telle manière que T soit positif dans 
ces régions intérieures (physiquement parlant, positif quand 
les deux points x et a sont sous onde l’un par rapport à 
l’autre, au sens du n® 32). Tel est le cas quand la forme A 
a un carré positif et rn — 1 carrés négatifs (^). 

Dans ces conditions, le discriminant A sera positif. 

102 bis. Le problème de Cauchy consiste à trouver une so- 
lution U de (E) quand on connaît les valeurs de u et 
d’une de ses dérivées premières, en chaque point d’une cer- 
taine surface S. Comme la connaissance d’une dérivée pre- 
mière quelconque {u étant supposé connu sur toute la sur- 
face S, soit u — Uo) équivaut à connaître n’importe quelle 
autre dérivée (à condition que la direction correspondante 
ne soit pas tangente è S), on supposera que la dérivée dont 

on connaît les valeurs est la dérivée transversale 0 (n® 41) 
du 

soit '-T-' = Ui. 

dv 

Nous voulons calculer les valeurs de u dans une certaine 
région CR. de l’espace à m dimensions; et nous supposerons 
que si, d’un point quelconque a de (R^ comme sommet, on 


(1) Ceci conduirait à changer le signe de l’équation (e^), au lieu de 
l’écrire comme au n® 4 bis. 

(2) Si S n’eet pas caractéristique, la direction transversale ne sera pas 
tangente à S. Pour ce qui concerne le cas contraire, V. plus loin, n*» 113. 
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trace le conoïde caractéristique, une de ses nappes décou- 
pera une portion So limitée en tous sens de S et formera, 
avec So, la frontière d’une portion T de l’espace. Cette con- 
dition géométrique s’exprime en disant qu’on a affaire au 
problème intériewr (on voit qu’il n’existe pas de problèmes 
intérieurs pour les équations hyperboliques non normales). 

Ici encore, nous avons à définir ce qu’on entendra au 
juste par une solution : c’est ce que nous ferons d’une ma- 
nière au premier abord assez restrictive, savoir en convenant 
que U doit admettre des dérivées partielles jusqu’à l’ordre 
ntl — ou, au moins, jusqu’à l’ordre (m^ — 1), ces dernières 
satisfaisant à la condition de Lipschitz — restriction qui 
semblerait très artificielle, n’étaient les remarques du nu- 
méro 78, mais qui apparaît maintenant comme justifiée. 

Ceci une fois admis, on verra que les données précédentes 
permettent de calculer u et, de plus, que, réciproquement, 
avec une hypothèse géométrique de plus [savoir que S a 
partout une orientation d’espace (n° 27)] et des hypothèses 
de régularité concernant les données (toutes semblables à 
celles que no-us venons de faire sur u lui-même), la fonc- 
tion Il ainsi déterminée vérifie toutes les conditions deman- 
dées. (Au contraire, aucun problème de Cauchy extérieur 
n’admet de solution pour les données régulières arbitraires.) 

103. En conséquence, a (a,, Oa, Om) étant un point 
de ôl en lequel on veut ce^lculer la valeur de u, nous trace- 
rons un demi-conoïde caractéristique T de sommet a, celui 
qui coupe S suivant une arête fermée et que nous appelle- 
rons (n® 32) 1^ nappe inverse ou rétrograde. Soit T la por- 
tion de (K ainsi délimitée (^), c’est-à-dire qui est en même 
temps intérieure à T et du même côté de S que a (fig. 12). 

On appliquera la formule fondamentale (^), dans le 


(1) Nous avons, comme précédemment, tracé une figure schématique, 
obtenue en coupant celle que l’on doit considérer (et qui a m dimensions) 
par un plan à deux dimensions mené par ce point a. 

(2) La formule fondam6nt6ile dont nous allons parler est celle qui a été 
écrite aux n^* 37-40. Comme nous l’avons dit au n® 40 bis, si l’on voulait 
rendre les équations invariantes par rapport à une transformation ponc- 
tuelle arbitraire effectuée sur les variables x, il conviendrait d’écrire les 
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domaine T, à l’inconnue w et à la solution élémentaire 
v(x; a) de l’équation adjointe qui est singulière en a. 
fV 

La quantité infinie le long d’une partie de 

la frontière, savoir le conoïde T : c’est une quantité infinie 
de l’ordre fractionnaire rrii — L’intégrale portant 
sur cette quantité, relève alors des considérations exposées 
ci-dessus (celles-ci ne devenant inutiles que pour = 1, 
c’est-a-dire m — 3), 

Mais il y a exception pour 
le voisinage du point a, où r 
est un infiniment petit d’or- 
dre 2 et non plus d’ordre 1. 

Par conséquent, il faudra pro- 
céder comme dans le cas des 
intégrales multiples ordinai- 
res et détacher du domaine 
d’intégration tout le voisi- 
nage du point a, au moyen 
d’une petite surface S (fig. 12) 
entourant ce point, étant entendu que le voisinage 
infiniment étroit entre S et le point a doit être du m* ordre 
(n® 91) (ce qui est le cas, par exemple, si on prend une 
petite sphère de centre a). 

Soit T' la partie restante de T après qu’on en a retiré 
celle qui est comprise dans 5. 

La formule fondamentale 

(F) I SSS vf dx^ dx.^ •••• dx^ 

SS — U -h LmîA dS = o 

\ dv dv / 

formules autrement, en mettant en facteur, soua le signe SSS, non plus 

1 

l'élément dx^ dx^ .... dx^ mais le produit de cet élément par - “ zur- . 

V 1^1 

Cette modification, inutile d’ailleurs dans beaucoup d’applications, s'impose, 
au contraire, dans plusieurs recherches théoriques en relation avec la ques- 
tion actuelle. Nous indiquons, dans un appendice placé à la fin de l’ouvrage, 
les changements qu’il faudrait faire subir aux calculs pour eu tenir 
compte. 


œ 



Fig. 12. 
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sera appliquée au domaine T', avec la convention qu’on 
prend la partie finie du premier membre, en omettant les 
quantités infinies d’ordre fractionnaire sur r. On doit par 
conséquent : 

Prendre la partie finie de la première intégrale de (F) 
(intégrale étendue à T'); 

2° Prendre de même la partie finie de l’intégrale 
(m — étendue à la multiplicité donnée S; 

3° Supprimer V intégrale relative à la frontière T, cette 
dernière étant une quantité infinie d’ordre fractionnaire. 
Cette même intégrale s’élimine dans la méthode de Kirch- 
hoff parce qu’elle s’intégre exactement, et dans la méthode 
de M. Volterra parce qu’elle est identiquement nulle. Il 
en est de même ici, ainsi qu’on le voit, par un mécanisme 
différent, qu’on a expliqué au n^" 94. L’intégrale en question 
étant d’ordre fractionnaire, les termes complémentaires 
de frontière implicitement compris dans 1° et 2®, et (voir 
ci-dessous) 4° étant également tels (^), le fait même que 
la somme des intégrales (F) s’annule implique que la 
somme de ces quatre quantités infinies fractionnaires s’an- 
nule aussi séparément. 

104. 4® Si la forme de T était telle que a lui soit exté- 
rieur, comme c’est le cas dans la figure 12 bis ou la 
figure 12 ter, ou aurait simplement à appliquer la formule 
fondamentale ainsi interprétée, et on obtiendrait : 

(F') SSS vfdx^ dx.^ •••• dx^ 


H- 



dv 

dv 


Luv^ 


dS == O, 


qui correspond à la formule classique de la théorie des 


(1) Dans (1), ce terme complémentaire s’étendrait à F, ou plutôt à une 
surface coïncidant finalement avec F; dans (2°) et (4°), les positions limites 
pour les domaines d’intégration correspondant aux termes complémentaires 
seraient les arêtes d’intersection de F avec S et S. 
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potentiels [formule (8) du livre I, n'^ 15] dans le cas où 
Torigine des rayons vecteurs est en dehors de la surface 
d’intégration. 




Mais, dans le cas actuel, i*l faut tenir compte de l’inté- 
grale relative à 2, de laquelle on doit prendre (comme 
pour S) la partie finie. Il faut voir ce que cette quantité 
devient quand S tend vers le point a. 

Par ce point, menons les géodésiques [définies par les 
équations différentielles (L)] intérieures à T, et qui dépen- 
dent de m — 1 paramètres Ag, A„i_i, tandis que, 

sur chacune d’elles, un point quelconque sera défini par la 
variable s du numéro 55. En chaque point de 5, s aura 

une valeur déterminée (fonction de A^, Ag A,n-i) qui 

sera très petite, ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre (0 
nii. L’intégrale 


(37) 



SS 


dS = 


SS 


V 4- Luv ) 

dv J 

ni “ 2 

r 


às 


tendra vers zéro. Car les quantités 


n^d'è ± 


P * * • *> 1> ^i+if ^m) 

D(Aj, Ag, • • * *, A„j__j) 


dA, dA •••• dA„ 


qui apparaissent au numérateur sous le signe SS sont de 
l’ordre de tandis que le dénominateur 


m — 2 m — 2 

== s”*-** H 2 (X/, X/, X'J. 


(1) Ceci résulte des principes établis dans la note additionnelle au 
livre II. V. p. 151 ci-dessous, no 106. 
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dx 

OÙ contient en facteur que Le coef- 
ficient de 1 

m — 2 

H— “ (X/, X/, x^O 

est par conséquent de Tordre de s, et il en est de même 
pour ses dérivées des divers ordres par rapport à A^, Aj, 
A„_i. Dans ces conditions, les évaluations des numéros 85 
et 93 montrent que Tintégrale (37) est aussi de Tordre de s. 
Ceci s’applique également, pour le terme 

- SS « -ÿ- ds, 

av 

à la partie 

dV 

SS dS 

r^' 

dans laquelle T n’est pas différentié. 


105. Enfin, prenons la partie restante : 


(37') 


m — 2 


wV 


SS 


dV 

dv 


r-2 


dS 


rn — 2 


SS 


i„v.y 

2 Zj àXi diTi 




On a (toujours avec les notations des. numéros 55-58) 
ôV 


âXi 


= 2sp^, 


et, par conséquent : 

= 4s ^ ir. 


dXi 

ds 
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Mais, si on se reporte à Texpression de écrite ci- 
dessus, on voit que le coefficient de 4s, multiplié par dS, 
est un développement du déterminant 


dx^ 

dx^ 

dXm 

ds 

ds 

ds 

âx^ 

àx2 

àx„ 

dAi 



dxj 

àx^ 

dXjfi 


dK-t 



les A étant pris dans un ordre tel que le déterminant soit 
positif, puisque la direction des s croissants part de a pour 
entrer dans le domaine T'. 

Toutes les lignes du déterminant précédent, sauf la pre- 
mière, contiennent s en facteur (^), de sorte que la quan- 
tité à intégrer (pour des valeurs déterminées des A) reste 
finie quand s tend vers zéro. 

DTin autre côté, on a sensiblement, sur S, 


uV = 




U (flj, 






le mot « sensiblement » étant, bien entendu, employé dans 
un sens légèrement différent de celui qu’il a généralement 
dans les cas analogues, et signifiant que les quantités né- 
gligées, en même temps que leurs dérivées par rapport 
aux A (jusqu’à Tordre mO, sont très petites. 

Toujours au même point de vue, on peut remplacer les 
dx- 

par les valeurs x'i qu’ils ont à Torigine et les dérivées 


(1) n est vrai que chaque élément contient, outre une partie proportion- 
nelle à s, une partie contenant les dérivées de cette quantité par rapport 
aux A : mais, avec l’hypothèse du texte concernant 2, ceci ne changera pas 
l’ordre de grandeur du déterminant. 


Haüamard. 


15 . 
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âXi dx{ 

^ • on obtient ainsi Texpression 




•••* V 



dxj' 

dx^ 




d\. 

âX, 

âX^ 

dAj 0X2 * • 

* * dA,„_j 

dx^ 


dx'^ 



SS 


dA,„_j 



OO 

m 

ht 


' tn-' 





L’intégrale qui est multipliée par (m — 2) Ua est facile à 
ramener au résultat du numéro 97. D’une manière générale, 
si, par l’origine, on mène une droite variable 


dont la direction dépend des m — 1 paramètres Aj, Aj, 
A,»-!, et qu’on choisisse sur elle un point 

P(«l = OjS, X^ = ajS, X^ = On,*) 

(en désignant par s une autre fonction des A), l’intégrale 


i-SS 

m 


«1 

O 3 

«m 


doj 

da« 

dA, 

dÂ7 

dAj 

doi 

dttj 

<><»m 







représentera (^) le volume compris entre la surface S décrite 
par P et le cône qui a le contour de S comme base et l’ori- 
gine comme sommet. 


(1) Car, soient dS un élément do la surface S et rr^^, les cosinus 
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Le signe SS d® la formule (38) est, par conséquent, égal 
à m == 2mi -h 1 fois la partie finie du volume de l’hyperbo- 
loïde à deux nappes, tel qu'il est calculé au numéro 97, et 
a donc la valeur 

2 ?7îj “4“ 1 âlUj Cmi i^D 

D étant le discriminant de H. L’intégrale prise le long de S 
a, par conséquent (en raison de l'égalité DA = 1), la valeur 
limite 


( 2m^ — 1 

G„ 2m^ 




(- D” 




: (no 99) (— 1)«I 


et la valeur cherchée de Ua est donnée par la formule : 

^2m— 1 

(39) (- l)'"i ^ O •«,= (- 1)“^ TT-^ • U, 


SSS^ vf dXi dx2 dXm 


SS 


8o 


dv 

d7 


V dS 

dv / 


de sa normale extérieure, on a, en tenant compte des valeurs de Tr^dS, 
n^dS, 

V = 88 L (<r, 1 , + .... + <r„ *„) <is 


m 


àxt ddi ds 

Si alors on remplace Xf par sa<, et, par conséquent, — — par * *— + Oj — 

oAjf dAfc 

les seconds termes de cette dernière expression, pour t = 1, 2, m, peu- 
vent être supprimés comme proportionnels aux x qui constituent la pre- 
mière ligne du déterminant, et on obtient le résultat écrit dans le texte. 




•• 

m 

dXj^ 

d^2 

àXfn 


dAj 

dÂ7 

dxj 

dxj 

à^m 


d^m-i dA . dA J 
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sss T vf dx^ dXm 




Pour m = 3 (mi = 1), le coefficient de Ua est : 


~ — '^TT (=: — TtOq). 


106. Une conséquence de ce qui précède est que le pre- 
mier sss de (39) existe quand on Tétend à T, tout au 
moins si on fait encore tendre S vers a de telle manière 
que le voisinage soit d’ordre nii. On peut aussi le voir 
directement. En calculant ce terme avec le système de coor- 
données curvilignes Aj,, A^, A^_i, 5 , on aura : 


SSS,p vf dxi dx^ •— dXm 


V/ 


SSS 5ZI 0 (2?,, ...., xj 

gin 2 JJ ^ 1)(A2^, • • • *, A,^_j, 5 ) 


dA, dA„ , ds. 

1 m— 1 


Or, le déterminant fonictionnel 


PÇo:,, Xg, ••••, xJ 
D(Ai, Aj, , s) 


con- 


tient en facteur, et, par conséquent, la quantité sous 
le signe SSS contient ainsi que l’infini fractionnaire 


1 


m. — 2 




Sous cette forme ou sous la précédente, on voit que 
l’erreur commise en substituant T à T — c’est-à-dire la 
différence entre les valeurs du signe SSS étendu à T' ou 
étendu à T — peut se limiter en fonction : 

des dérivées partielles de / jusqu’à l’ordre rrii — 1 et 
des coefficients de l’équation jusqu’à l’ordre rrii; 
des dérivées correspondantes de V; 
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des dérivées partielles jusqu’à l’ordre rwi, par rapport 
aux A, des coordonnées du point où chaque géodésique 
issue de a coupe S ou, ce qui est équivalent, de la valeur 
correspondante de s : ces dérivées étant elles-mêmes limi- 
tées Q) par les dérivées correspondantes des x par rap- 
port à s sur la géodésique, les dérivées partielles corres- 
pondantes du premier membre S (x^, Xm) de l’équation 

de 2, et par l’inverse de [comme on le voit en expri- 
mant les X et, par conséquent, 2 en fonction de A^, 

Ki-i, s, savoir : 

2(a?j, xJ ~ <I>(Ai, A„^_,, s) 

et différentiant l’équation implicite 

#(Ai, s) = o]. 

Ceci démontre, ce qui nous servira par la suite, que la 
quantité sous le signe S SS converge uniformément (^) : 
c’est-à-dire que, dans une région où les coefficients de l’équa- 
tion sont holomorphes (et, par conséquent, où V est holo- 
morphe en les 2m variables qu’il contient) et f régulier 
(dérivées continues jusqu’à l’ordre mi — 1), on n’a pas 
besoin de connaître la position de a pour indiquer une 
limite supérieure (très petite) pour ladite erreur si seule- 
ment on connaît des limites supérieures (très petites) de 
la distance comprise entre 2 et le point a — soit e — et 
des dérivées partielles (jusqu’à l’ordre mj des x par rapport 
aux A. Cette dernière limite existera et sera très petite 

cif2 

avec e (une limite inférieure de à l’intérieur du conoïde 
étant connue), si les dérivées de tout ordre à < mi de 2 


(1) Le choix dee^ paramètres \ et du facteur de proportionnalité pour s 
(V. n® 57) sur chaque géodésique est supposé être tel qu’il satisfasse à de» 
conditions simples de régularité (régularité des valeurs initiales des x' par 
rapport aux A). 

(2) On doit remarquer que le sens de ce mot est distinct de celui qu’if 
avait au n® 84. 
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par rapport aux x restent finies, ou même si leurs produits 
par restent, en valeur absolue, au-dessous d’une limite 
fixe (^), comme cela aurait lieu, par exemple, dans le cas 
où S serait une sphère de rayon e autour de a. 

107. La formule ci-dessus n’a de sens que si la surface S 

du 

est régulière et si les quantités Uo, Ui = sont dérivables 
[par rapport à des coordonnées curvilignes régulières prises 
•ïur 5, ou, par exemple, à (m — 1) des coordonnées Carté- 
siennes] . Gomme on a fait depuis le début une hypothèse 
correspondante sur u (n® 102), le raisonnement précédent 
serait insuffisant à démontrer que ces conditions sont néces- 
saires à l’existence de u et que la méthode n’a pas laissé 
échapper des solutions, par le fait que ces dernières ne 
sont pas dérivables un nombre suffisant de fois. 

La réponse est donnée par l’exemple du numéro 78, con- 
cernant le cas de (cm-i), où la non-existence (en général) 
de la solution apparaît par un calcul direct. 

La même méthode (imitant celle de Tedone) pourrait 
servir pour l’équation générale (E) : en d’autres termes, on 
pourrait, par intégration répétée le long d’une ligne ./?, 
déduire de u une autre solution v de Téquation adjointe 
admettant une singularité logarithmique le long de mais 
devenant nulle (et non pas infinie) le long de T ; on pourrait 
alors obtenir, grâce à elle, la valeur d’une intégrale telle 
que (100 et, finalement, trouver u lui-même en différen- 


(1) Ceci équivaut à dire que la valeur absolue des dérivées correspon- 
dantes sur sont toutes au-dessous d’une limite supérieure fixe, se 

déduisant de 2 par une homotliétie dont le pôle est o et le rapport i. 

e 

Une teUe homothétie altérerait lee dérivées des x par rapport h Aj, 

s, mais n’augmenterait pas l’ordre de grandeur de leurs quotients 
par s (lesquels, pour les dérivées par rapport à s, seraient môme diminués, 
comme on le voit aisément). 

On éviterait une teUe altération si, avant de sôumettiR la figure à l’ho- 
mothétie, on la transformait par l’introduction de coordonnées « normales » 
(livre II, no 57); transformation ponctuelle qui, comme on le sait, ne chan- 
gerait pas l’ordre de grandeur des dérivées, si les dérivées des sont 
finies jusqu’au môme ordre de différentiation, plus un (V. note addition- 
nelle du Livre TT). 
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liant (m — 2) fois. Si cette différentiation est possible, le 
résultat est unique, de sorte que : 

La solution n’existera généralement pas quand la for- 
mule (39) n’aura pas de sens; 

Dans le cas contraire, il n’existera pas d’autre solution 
que celle qui est donnée par cette formule. 


108. Quand m = 3, il est clair que les résultats précédents 
doivent être équivalents à ceux qui se déduisent des calculs des 
numéros 72-77 par différentiation de la formule ( 10 ) par rapport 
h Iq. On peut, en fait, montrer que tel est le cas et on peut 
même effectuer la différentiation par des méthodes élémentaires 
et obtenir la valeur demandée de comme limite de la somme 
d’une intégrale double et d’une intégrale curviligne, arrivant 
à une expression explicite du dernier terme complémentaire. Les 
points de s étant rapportés aux coordonnées curvilignes ^ et A. 
(en fonction desquels S sera considéré, par conséquent, comme 
exprimé), divisons Sq en deux parties et Sa, cette dernière 
contenant le voisinage de la courbe y d’intersection de S et de 
r : la frontière (r) entre Sj et Sa correspondra ainsi h 0 = — /, 

en désignant par r' une petite quantité, constante ou variable 
avec A (mais, dans ce dernier cas, telle que sa dérivée par rap- 
port à A soit petite aussi, et du même ordre que r' lui-même); 
finalement, on fera tendre / et, par conséquent Sa, vers zéro, 
de manière à pouvoir négliger tous les termes qui deviennent 
infinitésimaux avec r'. 

L’intégrale prise sur S^ peut être différentiée par différentiation 


sous le signe 



sans aucune difficulté (^) ; ceci revenant à rem- 


placer V par sa dérivée par rapport à to, c’est-à-dire par x(to) • 
on obtient évidemment le terme correspondant à la formule (38), 
avec la seule différence que l’intégration est limitée à Sj, au 
lieu d’être étendue à l’ensemble de Sq. 

Cette précaution n’est même pas nécessaire en ce qui regarde 
les termes qui contiennent seulement v en facteur, car, cette der- 
nière quantité étant proportionnelle à -v/to— - 6, sa dérivée ne 


contiendra d’autre infini que “ 7 ===== dont l’intégration est per- 

V f© “ 

mise sur tout Sq : ou, ce qui revient au même, les termes corres- 


(1) Ceci est également valable pour l’iuté^ale d’espace, dont on pourra 
d'ailleurs faire abstraction, puisque (pour m = 3) l’on n’a pas besoin de 
précautions spéciales pour la traiter. 
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pondants étendus à donneraient (si on opérait de la même 
manière), des dérivées qui s’annuleraient avec t. 

dv _ 

Par œnséquent, il suffit de s’occuper du terme en — . On a vu 
(Cf. n® 75) que : 


V =: 2 




— e 


Les termes qu’on a remplacés par des points contiennent les 
puissances supérieures (0 de — 6). Par conséquent, v dési- 
gnant la transversale à S, on a 


dY _ _ \ i de 

dv \ »/iÔ to — e dv ' 

qui peut s’écrire (en remplaçant encore par des points les 
termes d’ordres supérieurs en — 6) 


(40) 


dY_/ xV_ 

dv \w /)/w 


1 dr 

-v/to — 0 dv ' 


car r = w(tQ — 0),..., où le premier facteur n’est pas nul. 

Il faut exprimer ou plus exactement dS. On doit 

dv dv 

observer, pour cela, que deux sortes de dérivées des x par rap- 
port aux A peuvent se présenter : on peut, en effet, considérer 
chaque x comme fonction de trois variables indépendantes 0, A, s, 
ou seulement des deux premières d’entre elles, s étant une 
fonction de ^ et de A définie par l’équation de S. On conservera 
le symbole à pour les dérivées de la première espèce, et celles 
de la seconde espèce seront désignées par des d ordinaires : 
elles sont liées aux premières par les relations 


(41) 


dXi âXi 

W 


ds âXi 
de ds 


et de même pour 


dXi 

1\’ 


Ceci étant, on a (en choisissant un ordre 


(1) Notre langage so rapporte à l’hypothèse des données analytiques, le 
calcul pourrait aisément s’étendre, par des artifices convenables tels que* 
des intégrations par parties, au cas dans lequel ces données seraient sim- 
plement supposées régulières. 
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convenable entre les x en rapport avec le sens de la normale) : 

m) 


dT 

dv 


dS: 




dx^ 

dxj 

dx. 

de 

de 

de 

dxj 

dxz 

dx^ 

d\ 

d\ 

dX 

âA 

âA 

âA 

dP, 

dP, 

dPj 


dB • dA. 


ôA 

Les quantités sont, comnaie on le sait, respectivement 
âx 

égales à 2 s-— Ceci montre que des dérivées d, dans la formule 
âs 

ci-dessus, peuvent être indifféremment remplacées par des déri- 
vées d, ainsi qu’il s’ensuit de (41). 

On obtiendrait une autre expression de - 3 — dS en partant de 

dv 

l’équation Xj, x^) = o de S et en écrivant 


TT.dS — ^ — dSg, 
* âXi 


ôA 


ce qui, en raison des valeurs précédentes de donne 

-s*. 

On n’introduira pas cette quantité dans les calculs qui suivent; 
mais elle fournit une 

réponse facile (^) à (2 

la question du signe 
dans la formule (400 : 
car on sait que G 
doit être écrit de 
manière à être posi- 
tif dans le domaine 
d’intégration, c’est- 
à-dire du côté de S 

> . dG 

ou est a; s — sera 
âs 

évidemment négatif, 
et on voit qu’on doit 

prendre le signe — devant le premier membre de (400, le 
déterminant étant pris en valeur absolue. 



fl) Géométriquement, on pourrait observer que la transversale v est 
dirigée du môme côté d» S que la normale correspondante [en raison 
de A (tTj, TTj) > 0 ]. Comme cette direction transversale est, d’un 
mitre côté, intérieure au cône caractéristique, il est clair (V. fig. 13) qu’elle 
est ddrigée vers Vextérieur de F. 
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En tenant compte de œtte formule (40'), on trouve un élément 

cLy 4 

d’intégration te — cfS qui est de la forme 

dv 


Q étant développé suivant les puissances de (to — 6), savoir : 
Q = Qo + En laissant de côté le facteur dA jusqu’à la fin 
des calculs, le résultat d’intégration par rapport à ^ de 
0 = to — r' jusqu’à 0 — îq sera : 

2(Qo 4- 

(le coefficient de 2^/7 étant ici développé, suivant les puissances 
de r', avec le terme constant Qo). 

C’est cela qu’on a à différentier par rapport à Iq. Une telle 

différentiation est à effectuer aussi bien sur que sur les 
coefficients du développement Q; mais le seul terme utile — c’est- 
à-dire le seul qui ne devienne pas infiniment petit avec t' — 

est évidemment - 7 = ou, après division par x ^t en tenant compte 

y T 

de la valeur de Q, telle qu’elle est définie par (40) et (40') : 


uV 

10 W^J 7' 



dXi 

dXi 

4' 

de 

dX 

dxi 

dx2 

dx. 

~de 

de 

de 

dxi 

dx2 

dx. 

dÂ" 

dX 

dX 

âk 

dk 

dk 



dP, 


= — wuK, 


le déterminant étant encore pris en valeur absolue, et chaque 
facteur autre que v recevant la valeur qu’il prend sur V lui- 


La valeur initiale de w est la même que celle de 


ceci nous permet d’écrire le facteur de 
forme. Car, en raison des relations 


UV sous une autre 
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et (puisque T est une caractéristique) 


2A (P,, P,, 

les quantités 

dx^ àA 

dT dP^ 



dxa àA 
~âX 

dxi àA 
1x ' 


P3 


+ P 

dP, ^ » dP, 


O, 


dx^ ôA dx^ àA 
“dT dX dP^’ 

dx^ àA 

dT 


sont proportionnelles à 2Pi, 2P2, 2P3, et, comme 


àV 

âô 


2 P 


àx^ 


4- P. 


àx2 


àxs \ 
àO /’ 


le facteur de proportionnalité a précisément la valeur K. En 
introduisant (comme c'est l’usage dans la théorie des fonctions 
Abeliennes, et comme la fait aussi Fredholm dans son Mémoire 
des Acta Math., t. XXIII) trois quantités arbitraires (et, en réalité, 
indifférentes), k^, on voit qu 'après intégration par rap- 

port aux A, le résultat sera (^) (pour / encore supposé nul) : 



2(/CjPj -j~ f^gPa -f- fcgPa) 


où il ne subsiste plus aucune influence de la fonction x 
du choix de la courbe i?. 


dXi 

(1) dk est la môme choe© que dxf, sur y', si r' est une constante; si 

dA 

r' est variable, ceci n’est plus vrai, mais l’erreur relative correspondante 
/ dr' 

est infiniment petite ( en raison de l’hypothèse concernant — ^ 
y d\ 

térera pas la limite finale donnée dans le texte. 


^ ©t n'al- 
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109. Une conséquence de la présence du symbole T est 
que, quoique exprimée par une intégrale définie contenant 
les valeurs de Ko, Uu f sous les signes SS ou SSS, la 
valeur de u n’est pas continue d’ordre zéro par rapport à 
oes quantités. La continuité est d’ordre rrii (n® 20 bis) en i/o 
et mi — 1 en Ui et en /. 

U est aussi continu d’ordre nii par rapport à la forme de 
S. Ceci s’ensuit du fait que, S étant coupé en un point M 
(sous un angle fini) par une géodésique quelconque issue 
d’un point arbitraire donné a — laquelle géodésique dépend 
de m — 1 paramètres A^, Aa, A„,_j. — les dérivées, à 
un ordre quelconque p, des coordonnées du point d’inter- 
section par rapport aux A sont fonctions des coordonnées 
elles-mêmes, des dérivées (jusqu’au même ordre) le long de 
la géodésique et des dérivées prises le long de S. Or, une 
nouvelle surface S très proche de S serait coupée par la 
même géodésique en un point M très proche (^) de M; et 
si le voisinage est d’ordre p, les dérivées mentionnées plus 


(t) Ce fait ('st h peine différent de la théorie classique de la continuité 
des fonctions implicites /, et se démontre par les mêmes raisonnements. 


/(iG\ 

Si, par un point M de S, on mène une géodésique telle que ( — ) O 

\ds/ 

— où G = O est l’équation de S; s, la longueur (ordinaire) d’un arc de 
géodésique compté h partir de M, et où la dérivée est prise en M lui->môme 
(s = o) — il y aura, de chaque côté de M, un arc de cette géodésique le 
(IG 

long duquel —— conservera son signe. Soit s' la longueur d’un tel arc s’il 
ds 


est plus petit que e, et s' = e dans le cas contraire : alors, pour s — ± 
la fonction G aura deux valeurs. G' et — G", respectivement positive et 
négative. Si alors, par chaque point de M de S (ou d’une portion limitée 

/ dG \ 

de S), on mène toutes les géodésiques pour lesquelles ( ) est plus grand 

\ ds /„ 

qu un nombre fixe a >• o, comme elles dépendent continûment des 
2m paramètres qui figurent dans l’équation générale des géodésiques, il 
s’ensuit de là que les quantités G', G" qui leur correspondent, auront un 
minimum G^. 

On sera certain qu’une seconde surface S coupera chacune des géodési- 
ques précédentes à une distance de S plus petite que e, si elle se trouve à 
un voisinage suffisamment proche (même d’ordre O) de S, c’est-à-dire si 
son équation est de la forme G = S, avec |8| < G^. 

La conclusion correspondante concernant les dérivées s’ensuivra de ceci 
et des principes de la note additionnelle du livre II. 
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haut ne seront que très peu altérées par le ehangemenl 
de S en S : ceci donne la même conclusion quant à l’inté- 
grale généralisée. 

De même, une dérivée première quelconque de Ua sera 
continue d’ordre mi + 1 par rapport à Wo, d’ordre m par 
rapport à et à / et d’ordre mi -4- 1 par rapport à la 
forme de S. 

110. Conséquences concernant les ondes et leur diîtu- 
sion. — D’un autre côté, des résultats classiques se dédui- 
sent iininédiatement de la forme de l’aire d’intégration S„ 
de la formule (38). Il est évident que celle-ci met en évi- 
dence l’intervention des caractéristiques, avec la signification 
physique des ondes, exactement comme les formules du 
commencement du Livre II l’ont déjà fait pour les équa- 
tions particulières les plus usuelles. On voit que toutes les 
données sur S n’entrent pas dans la valeur de Ua, mais seu- 
lement celles qui se rapportent aux points de S», c’est-à-dire 
aux points qui sont à l’intérieur du demi-conoïde rétrograde 
de sommet a. 

Ainsi, ce demi-conoïde caractéristique 
se comporte à la façon d’un « cornet 
acoustique », comme le faisait, pour 
l’équation des ondes cylindriques, la 
nappe de cône de révolution du nu- 
méro 31. 

Réciproquement- (Of. Livre II, 32), les 
valeurs de iio et de en un point dé- 
terminé x' (fig. 14) pris sur S. n’ont pas 
d’influence sur les valeurs de ii en des points qui sont 
en dehors du demi-conoïde direct de sommet x'. Au point 
de vue physique, ceci signifie, comme précédemment 
(Livre II), qu’aucune impulsion initiale en x' ne peut réa- 
gir sur un autre point avant que ce dernier n’ait été atteint 
par l’onde correspondante. 

Si l’impulsion initiale part non seulement d’un point, 
mais d’une région S de S, la portion d’espace (ou plutôt 
d’univers) sur laquelle l’effet d’une telle impulsion pourra 
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se faire sentir est constituée par T intérieur de tous les demi- 
conoïdes dont les sommets sont à l’intérieur de S : une 
telle région est limitée par l’enveloppe du demi-conoïde 
en question, quand son sommet x' parcourt le contour A 
de Cette enveloppe (en raison de principes connus con- 
cernant les équations aux dérivées partielles du premier 
ordre) vérifie de nouveau (A) : c’est encore une caractéris- 
tique, ou, en d’autres termes, une onde (^). 

De telles conséquences montrent aussi, comme on l’a 
déjà observé pour les ondes sphériques ou cylindriques (^), 
que les solutions d’une équation hyperbolique ne sont pas 
nécessairement analytiques (^) : car (si les données ne sont 
pas elles-mêmes analytiques) il n’y a évidemment pas de 
relation entre les valeurs de u, dans les voisinages respec- 
tifs des deux points a et a' quand les traces de leurs conoïdes 
caractéristiques sur S sont extérieures Tune à l’autre et, 
par conséquent, il n’y a pas de prolongement analytique 
d’un de ces ensembles de valeurs à l’autre. On peut ajouter 
qu’une discontinuité de la dérivée N® de Uo ou de produi- 
rait une discontinuité correspondante en un point quelcon- 
que a situé sur le même conoïde; et si deux ensembles diffé- 
rents de valeurs de Uq et ont l’un avec l’autre un contact 
d’un ordre arbitraire N le long d’une arête, les fonctions u 
qui leur correspondent respectivement auront un contact 
du même ordre tout le long de l’onde ci-dessus mentionnée 
issue de cette arête. 

111. Dittusion des ondes. — On a déjà vu qu’il faut faire 
une distinction pour de telles propagations par ondes, en 


(1) L’enveloppe en queetion se compose de deux nappes, une nappe exté- 
rieure (correspondant à une propagation des ondes vers l’extérieur de ÿ) 
et une intérieure (ondes se propageant à l’intérieur de ÿ) : la première, 
sauf spécification ultérieure (V. plus loin), limite la région mentionnée dans 
ce texte. 

(2) V. Duhem, Hydrodynamique, élasticité, acoustique, t. II, livre H, 
p. 168. 

(3) La conclusion contraire serait contradictoire avec l’existence même 
(qu’on prouvera plus loin) de la solution du problème de Cauchy, comme 
il résulte des raisonnements du livre I, n® 15. 
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oe qui ooncernie le principe de Huygens dans son sens 
spécial, ce que nous avons appelé la proposition (B) ou 
mineure de Huygens. 

On voit, à la simple inspection des formules (P) et (P')» 
(Livre II), que *les ondes sphériques et les ondes cylindriques 
se comportent très différemment è ce point de vue. La for- 
mule (P) donne la valeur de la solution à l’aide d’une inté- 
grale double — qu’il faudrait désigner, dans notre système 
de notation, par un seul S — prise sur la surface de la 
sphère — c’est-à-dire sur V arête d’intersection du cône 
caractéristique avec le plan initial. Un point x' de ce der- 
nier peut agir sur le point d’univers qui est représenté par 
le sommet du cône, quand il est juste en onde avec lui 
(liv. II, n^" 32 ), et seulement dans ce cas. Si Uo et Ui sont 
nuis partout, excepté dans une petite région autour d’un 
point déterminé x' (impulsion initiale localisée dans le voi- 
sinage immédiat de x'), la valeur de u qui représente l’effet 
ultérieur de cette impulsion sera nulle partout excepté dans 
le voisinage immédiat du demi-conoïde direct de x' : ce 
qui, en n’importe quel point donné (xo, yo, Zo) de l’espace 
à trois dimensions ordinaire, correspond à un petit inter- 
valle de temps après lequel tout retournera au repos. C’est 
précisément la proposition (B). 

Tel n’est pas du tout le cas pour les ondes cylindriques. 
Les formules de M. Volterra, ou, même, en nous restrei- 
gnant au cas le plus simple du problème relatif à t = o, la 
formule (F), expriment la solution de (62) en fonction de 
Uo et Ui par des intégrales doubles correspondant au signe 
SS dans nos notations, et étendues (dans le plan t = 0) h 
tout l’intérieur de la trace du conoïde caractéristique. Elles 
montrent, par conséquent, que, pour de telles ondes, un 
point du plan initial t = o est de nature à agir sur le 
point d’univers (Xo, i/o, ^o), c’est-à-dire sur le point (xo, yo) 
à l’instant to, non seulement s’ils sont juste en onde, mais 
aussi s’ils sont sous onde l’un avec l’autre. En d’autres 
termes, l’action d’une impulsion .initiale sur le milieu à 
deux dimensions se propagera avec la vitesse constante w 
et commencera à être perceptible en (Xo, yo) au moment 
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précis où l’onde ainsi engendrée atteint ce point; mais elle 
continuera à l’être après cet instant. Il existera ce que nous 
appellerons une intégrale résiduelle, correspondant à cet 
effet d’une impulsion à distance continuant après le moment 
où l’onde est passée. Si on suppose qu’ initialement (t = 6), 
l’impulsion est localisée dans une certaine région S du 
plan, les fonctions Uo et étant identiquement nul les en 
dehors de cette région, la quantité u (xo, yo, to) sera nulle si 
•le cercle auquel le signe SS de (39) est étendu est entiè- 
rement en dehors de “S (au point de vue physique, cela 
signifie qu’aucune onde issue de l’impulsion initiale n’aura 
le temps d’atteindre ce point). Elle sera naturellement 
différente de zéro si la circonférence de ce cercle coupe ^ 
(instants où certaines ondes issues d’impulsions initiales 
passent en notre point). Elle sera encore différente de zéro 
— et sera ce que nous appelons une intégrale résiduelle — 
si le cercle susdit comprend entièrement à son intérieur 
^ (^). Geci signifie que la mineure d’IIuygens — propo- 
sition précédemment désignée par (B) — ne sera pas vraie 
dans ce cas. Après un temps donné quelconque t, l’effet 
d’une onde provenant d’un point O est localisé, pour 
le cas actuel, non seulement sur une circonférence de 
centre O et de rayon at, mais aussi dans tout l’intérieur de 
ce cercle. 

Ceci s’exprime souvent en disant que les ondes cylindri- 
ques — contrairement aux ondes sphériques (ordinaires et 
non pas amorties), — diffusent. 

Si nous prenons maintenant n’importe quelle autre équa- 
tion à un nombre impair de variables indépendantes, il est 
évident, d’après la formule (39), qu’on obtiendra toujours la 
même conclusion. 


(1) Le domaine d'influence d’une impulsion initiale localiséé dans la région 
de f = O est limité, ainsi qu’on i’a expliqué plus haut [V. note (1), 
p. 238], par Fonde extérieure issue de l’arête qui limite Pour des 
ondes sans diffusion, telles que des ondes sphériques, ce domaine con- 
sisterait en l’espace annulaire compris entre les deux nappes (la nappe 
extérieure et l’intérieure) de la caractéristique issue de cette arête 
(V. fig. li). 
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La mineure de Huygens n est valable pour aucun phéno- 
mène régi par une équation linéaire aux dérivées partielles 
du second ordre à un nombre impair de variables indépen- 
dantes. 

Toute équation de ce genre à un nombre impair de varia- 
bles indépendantes, admet des intégrales résiduelles (0- 


442. De plus, un fait remarquable concerne les signes de 
ces intégrales résiduelles. Supposons, pour plus de simpli- 
cité, (E) sans second membre, c’est-à-dire / = o, de sorte 
qu’on n’aura à s’occuper .que des intégrales de surface SS- 
II est clair que, tout au moins pour a suffisamment proche 
de S, la partie principale de tout élément d’une telle inté- 
grale sera donnée par la plus haute puissance de T au déno- 

dv ■ 

minateur, par conséquent par le terme u ^~»ou, plus par- 
ticulièrement, la partie 



^ dV dxi 

^ . .s “57 

___ = —(rn — 2) uYs 

r'T r"2" 


Le signe est celui de u, car, les tt, désignant les paramètres 
directeurs de la normale à S intérieure à T, c’est-à-dire de 

CÎiD 

celle qui est dirigée vers le côté où est a, la somme 
est négative. 

Si on avait alors affaire à une intégrale ordinaire, elle 
aurait le signe de u sur S (en supposant que ce signe soit 
constant). Mais ici, le signe SS ©st modifié par une inté- 
grale (m — complémentaire, qui a nécessairement le 
signe opposé. 


(1) Duhem {Hydrodynamique, élasticité, acoustique, t. II, p. 139) cherche 
si (e^) peut admettre des solutions telles que F(r — mt), contenant la 
fonction arbitraire F (tandis que ^ est supposé être une expression déter- 
minée en r). La conclusion négative qu’il obtient peut être considérée 
comme évidente a posteriori par le résultat du texte : car (e ) admet de 
toiles solutions, et leur existence suffit (V. ihid., t. I, livre vîl, n® 2) à 
démontrer le principe de Huygens au sens (B). La même hypothèse pour 
’Cj) conduirait par conséquent à la môme conclusion, que nous savons 
maintenant être fausse. 


Hadamard. 


16 
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Or, le premier membre doit avoir le même signe que les 
valeurs de u sur S, si On continue à admettre que le point u 
est dans le voisinage de S. 

Par conséquent, pour des valeurs paires de mi, c’est-à- 
dire pour m = 5, 9, 13, c*est V intégrale (m — 
qui donne le signe; mais pour mi impair, cest-à-dire 
m~3, 7, c’est au contraire le terme complémentaire 
qui prévaut. 

Mais si on prend alors le cas ci-dessus mentionné de 
Tintégrale résiduelle, le terme complémentaire s’annule. 
Par conséquent, si u est positif, Vintégrale résiduelle est 
positive pour des équations à 4 p -4- 1 variables, mais néga- 
tive pour des équations à 4p -h 3 variables. 

Tel est, en particulier, le cas des ondes cylindriques . 

Ceci est vrai tout au moins aussi longtemps que le point 
considéré est suffisamment près de S et que les valeurs don- 
nées de ne sont pas trop grandes en comparaison de 
celles de m. 

113 . Cas des trontières caractéristiques. — Des circons- 
tances particulières se présentent quand S est constituée 
par des portions de caractéristiques, comme cela a déjà lieu 
dans t’application de la méthode de Riemann Q) pour 
m — 2. 

Les formules précédentes restent valables dans ce cas, 
comme l’ont fait remarquer MM. d’Adhéinar et Coulon (^), à 
condition que S possède la propriété géométrique de couper 
le conoïde caractéristique P, ayant n’importe quel point 
d’une certaine région dl comme sommet, de manière à for- 
mer, avec r, la limite d’une portion T de l’espace. 

La dérivée transversale que nous avons systématiquement 
introduite ne vérifie plus, cependant, dans ce cas, la condi- 
tion de se rapporter à une direction extérieure à S : de 
dv 

sorte que cette dérivée peut être considérée comme prise 


(1) \^)ir Barboux, Leçons, t. II (2® éd.), n® 359, p. '79. 

(2) D’Adlîémar, C. R. Ac. Sc., 11 févr. 1901; Coulon (Thèse, p. 53). 
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le long des courbes (les bicaractéristiqiies) tracées sur S elle^ 
même : sa connaissance n'est plus distincte de celle de u lui- 
même en tout point de S. 

Comme, en raison de nos formules, u et sont les 

av 

seules quantités qu’on ait besoin de connaître, sur S pour 
déterminer la fonction inconnue, on voit qu’ime solution 
de (E) est déterminée quand on connaît ses valeurs sur une 
frontière constituée par des portions de caractéristiques 
(avec les conditions géométriques précédemment mention- 
nées). 

Quoiqu’une seule valeur numérique soit ainsi donnée en 
chaque point de S, un tel problème a toutes les propriétés 
du problème de Cauchy Q). 

414. Propriété d^écbange. — Prenons pour S une nappe 
du conoïde caractéristique r', de sommet a\ et située de 
telle manière qu’elle limite avec T un domaine T; pour u, 
la solution de l’équation sans second membre donnée 

S^iu) = o, 

analogue à v, c’est-à-dire celle qui est singulière en a' et qui 
est, autour de ce point, de l’ordre de 

1 

m — 2 

P' 2 


Cette quantité n’est plus finie dans T, étant infinie le long 
de r' ; elle est cependant de nouveau d’ordre fractionnaire, 
de sorte que si on intègre dans T, les termes relatifs aux 
limites T, 37, disparaîtront encore. Il n'y aura pas d’altéra- 
tion de cette conclusion causée par la présence de l’inter- 
section de r et 17 à cause de ce qui a été établi au 
numéro 92. Tout ce qu’on aura à faire sera, comme plus 


(1) Ceci est la manière dont les surfaces caractéristiques constituent la 
transition entre les surfaces ayant une orientation d’espace, pour les- 
quelles on doit prendre le problème de Cauchy, et les surfaces orientées 
dans le temps, sur lesquelles on ne peut choisir arbitrairement qu’une 
seule valeur numérique en chaque point. 
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haut, d’isoler les points a et a\ en leur appliquant ce qui 
a été dit aux numéros 104, 105; on obtiendra évidemment : 

Ma = Da' 

La solution élémentaire ne change pas de valeur si on 
échange simultanément les deux points dont elle dépend 
et V équation donnée avec son équation adjointe. 

Ceci est la relation d'échange y entièrement semblable à 
celle qui existe pour ‘la fonction de Riemann relative à 
l’équation hyperbolique à deux variables ou à la symétrie 
de la fonction de Green dans la théorie du potentiel. Elle se 
présente sous cette forme simple, comme on le voit, grâce 
à la précaution que nous avons prise de diviser par \/|Aa[ 
la solution singulière en a. 

En raison de cette relation, on voit que la fonction d, 
considérée comme une fonction du point a (où Xi x^, — , Xm 
sont fixés), est une solution de l’équation (sans second 
membre) donnée = o. 

Comme les deux membres de la relation précédemment 
écrite sont des fonctions analytiques, on peut remarquer que 
la propriété d'échange reste valable dans le cas elliptique (^). 


(1) Une démonstration directe de ceci serait plus difficile que dans le 
cas hyperbolique et, d’ailleurs, ne présenterait pas le même intérêt, la 
raison en étant que la théorie de l’équation elliptique ne /epose pas sur 
la solution élémentaire elle-même, mais sur les fonctions de Green, qui, 
quoique déduites de cette solution par addition de termes réguliers, doivent 
être formées en relation avec chaque espèce de conditions aux limites. 
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115. Il faut maintenant démontrer que la fonction u définie 
par la formule (39) vérifie effectivement toutes les conditions 
du problème (^) : ainsi (et seulement alors) on aura démontré 
que le problème de Cauchy admet une solution. Cette dé- 
monstration consiste naturellement en deux parties : on 
montrera d’abord que l’équation indéfinie aux dérivées par- 
tielles est vérifiée; puis, avec une hypothèse géométrique, — 
savoir que S a partout une direction d’espace, — on mon- 
trera qu’il en est de même pour les cx)nditions définies. 

La vérification de l’équation aux dérivées partielles eille- 
même, qui autrement ne serait pas exempte de difficultés, 
devient très simple quand on se sert de notre symbole spé- 
cial d’intégration. Elle est immédiate pour l’équation sans 
second membre, c’est-à-dire quand l’expression (39) de 
( — i)”^i TTÜ^m réduit à son second terme. Car on 

sait (n®* 87, 95) que, pour différentier ceci par rapport 
aux a, il suffit de différentier sous le signe SS- 0^*» 
quantité à intégrer contient seulement les a par le facteur u, 
qui est (n° précédent) une solution de l’équation donnée. 


115 bis. Soit maintenant f 9 ^ 0 . On n’aura à s’occuper que 
de l’intégrale 


(43) 


SSS^vf dx^ dx^ 


dx^ 


(1) Ceci a d’abord été entrepria par M. d’Adhémar {BulL Soc. math. Fr., 
t. XXIX, 1901, p. 190, et Thèse, Paria, 1904) tout au moins pour lea équa- 
tions aans seconds membres. V. aussi son ouvrage,. Les équations aux 
dérivées partielles à caractéristiques réelles, Paris, Gauthier-Villars, 1907, 
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On lui appliqu'ora dos méthodes entièrement semblables 
à celles de la théorie classique des potentiels. 

Pour effectuer la première différentiation de cette inté- 
grale par rapport à une des coordonnées ai, il suffit de dif- 
férentier sous le signe SS- Car l’intégrale ainsi obtenue 


(43') 


sss 


dv 

dai 


f dx^ dx^ — • dx„ 


a un sens : c’est-à-dire qu’en isolant le point a par une sur- 
face avoisinante S (voir fig. 12) on obtient une intégrale qui 
tend vers une limite déterminée quand S tend vers a. On 
le voit en faisant le même raisonnement qu’aux numéros 
104-105. Mais, de plus, l’intégrale ci-dessus est uniformé- 
nient convergente, de soide que l’erreur commise en subs- 
tituant le domaine d’intégration T' (fig. 12) à T a une limite 
supérieure qu’on peut assigner sans connaître le point a, 
aussi longtemps qu’on le sait suffisainment proche de 2. 

Par conséquent, en vertu d’un raisonnement bien connu, 
l’intégrale (43') est la dérivée de (43) meme quand elle est 
prise dans le doinaîne T. 

Pour différentier une deuxième fois, on considérera encore 
In surface 2, qui partage le domaine d’intégration en deux 
])arties, l’une T'entre S et 2, l’autre T'entre 2 et a. 

Dans T, on dilïérentiera directement sous le signe SS; 
dans T", on écrira : 


âv 

Ôüi 


/ âv 
\âa, 


âv 

âXi 


âv 

âXi 


La quantité -f- donne une intégrale qui peut 


êtie différentiée sous le signe SS> démonstration en 
étant à peine diiïérente de celle du numéro 106, si l’on 
commence par remarquer que les termes du premier degré 
de r contiennent seulement les combinaisons — aj), 
(x 2 — ttg), .... (xm — Otn) : car, en tenant compte de ce fait, 


( 


âXi 


âV \ 

âüt ) 


, développé 


suivant les puissances de ces 
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différences, commence encore par des termes quadratiques, 
et on a : 


à 

/ dv 


_ d 

r * 

(ÉL 


àot 

\àa, 

àxj 

~ da^ 

1 m — 2 

^ r 2 

\dat 

dxj 


^ m — 2 V / àV dr\-j 

2 pf- \daf âxjj 

^ Q. 

le numérateur Qa commençant par des termes cubiques. 
En adoptant les coordonnées s, A, des numéros 104-106, la 
quantité è intégrer ne contiendra, par conséquent, pas de 

puissances de s au dénominateur, mais uniquement H ^ 
oomme il fallait le démontrer, de sorte que Ton aura : 


(44) 

SSS ( 

( dv 

\dai 

dt)\ 

dx,) 

dXj • • 

• • dx^ 


= SSS^ 

(^ + 

dv ^ 

] dx, • • 

• • dx^. 



\ àa, 

dx,/ 

1 1 

m 


Quant à l’intégrale 



elle sera transformée par la formule de Green (^) en 
(440 — SSSrp// î; dXj • • • • -h SS vf7^^dS, 

OXi 

TTi étant, comme précédemment, un cosinus directeur de la 
normale à S dirigée vers rintérieur de T (et, par consé- 
quent, vers Textérieur de T"). 


(1) On opère de nouveau comme au n® 94. 
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La différentiation sous le signe SS présente plus au- 
cune difficulté, et o-n a : 



[R étant l’intégrale (44) prise dans T"; Rj, le premier 
terme de (44')] ; ou, en faisant encore tendre 2 vers le 
point a : 



Le résultat de cette substitution de l’expression (43) dans 
le pdynôme différentiel- est alors : 



i, k 


limite qui est entièrement semblable Q) à celle de la quantité 
(37) du numéro 105, à laquelle elle se ramène facilement. 

116. Arrivons aux conditions aux limites. 

On a ici à faire une hypotbèse géométrique convenable 
quant à la forme de S. On suppose que son plan tangent 

dv 

(1) Les deux expressions ne diffèrent que par le changement de - — en 

, et par Je fait que les sont pris, dans un cas, au point 

doj, 

(rCj, «J, x^) et, dans l’autre, au point (a^, c,, a,J. 
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a partout une direction d'espace. On sait déjà, d’après le 
livre I, que si tel n’était pas le cas, le problème ne serait gé- 
néralement pas possible. On admettra même, pour l’ins- 
tant, que la condition est strictement vérifiée : c’est-à-dire 
qu’aucun plan tangent de S n’a une direction caractéristi- 
que. Par conséquent, de tels plans tangents feront un angle 
fini avec la direction de toute courbe qui sera bicaractéris- 
tique ou qui sera intérieure au cône caractéristique. 

S’il en est ainsi, quand a s’approchera indéfiniment d’un 
point déterminé quelconque P pris sur S, le conoïde carac- 
téristique correspondant découpera sur S une aire infiniment 
petite dans le voisinage immédiat de P, les segments de 
géodésiques issues de a compris entre ce point et So étant 
tous aussi infiniment petits. 

Si, de plus, la surface S est une surface régulière, de 
sorte que l’une des coordonnées admet, par rapport aux 
autres, des dérivées partielles finies jusqu’à un certain 
ordre p, les dérivées de s par rapport à A,, jusqu’au 

même ordre, seront aussi infinitésimales. 

Il nous faut montrer : 

1® que U tend vers la valeur donnée (Ua)p; 

2® que la dérivée dans la direction de la transver- 
sale en P tend vers la valeur donnée (w,)p. 

La première démonstration est immédiate. Les SS Par- 
tiels de (39) ne diffèrent pas essentiellement de ceux qu’on 
a considérés dans (4) (n®" 104, 105) pour en, trouver les va- 
leurs limites : si ce n’est qu’ici, la surface d’intégration S 
reste fixe au lieu de se mouvoir vers a, ce dernier point 
étant supposé, par contre, s’en rapprocher indéfiniment. 
Mais comme le raisonnement précédent ne supposait 
aucunement a fixe, on peut encore affirmer qu’un des SS 
de (39) tend vers 

(— _2 Up 

et que le reste tend vers zéro. Pour les mêmes raisons, on 
peut aussi dire (grâce au n® 96) que le terme en SSS 
infiniment petit. La première conclusion est donc démon- 
trée. 
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117. La démonstration directe de la seconde conclusion 
du 

concernant serait pins délicate. Gomme, en raison de 
dv 

la présence de un terme de SS de la valeur de u est 

comparable à un potentiel de double couche, les difficultés 
classiques qui se présentent dans Létude de la dérivée nor- 
male d’un tel potentiel apparaîtraient aussi dans notre 
démonstration, l’introduction du symbole | y appor- 
tant une nouvelle complication. 

Un raisonnement indirect nous conduira beaucoup plus 
simplement au résultat : il consiste à nous servir du fait 
que la conclusion cherchée serait certainement vraie si S 

du 

élait analytique ainsi que les autres données w, et /, 

puisque, dans ce cas, on sait, par le théorème fondamental 
de Ckiuchy, que le problème admet une so'lution, une der- 
nière étant nécessairement donnée par la formule ci-dessus. 

Mais, d’un autre côté, on peut considérer une surface ana- 
lytique S ayant avec S, en P, un contact d’un certain 
ordre q (ceci n’exige que le fait que S soit régulier jusqu’à 
cet ordre). De même, on peut considérer deux fonctions 
analytiques Uq et des coordonnées d’un point arbitraire M 
de S ayant, avec Uq et Ui (valeurs de ces quantités pour le 
point M correspondant à M), un contact d’ordre q en P et une 
fonction analytique / ayant avec / un contact du même 
ordre. Si on remplaçait S par S, /, t(o, Ui par /, Wo, Ui, 

changeant ainsi u en u, la convergence de vers (mi)p 

serait certaine. Mais, d’un autre côté, quand a s’approche 
indéfiniment de P, on sait que le domaine d’intégration se 
confine, lui aussi, au voisinage immédiat de P et que, dans 
de telles régions, la surface S et les fonctions /, i/o, Ui ont, 
avec S, /, Uo, respectivement, des voisinages infiniment 
étroits de l’ordre q. Par conséquent (grâce au n® 109), si q 

du du 

dv dv 


est assez grand, la différence 
du 

et -r- a aussi la limite Ui (P). 


tend vers zéro. 
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Fig. lî). 


118. Analogie avec les potentiels ordinaires. — La va- 
leur limite Uo (P) s’obtient par l’application de notre for- 
mule au petit domaine co- 
noïdal T construit au 
moyen de a, de quelque 
côté que a s’approche de S 
(fig. 15), et cette valeur li- 
mite est ainsi la même des 
deux côtés. Mais il faut re- 
marquer que, quand on 
passe d’un côté à l’autre, le sens de la normale doit être 
changé en raison des règles du livre II, n° 38, ainsi que 
le sens de la transversale v. Si on gardait le même sens 
sur V dans les deux cas, la valeur du SS changerait de 
signe au moment précis où on traverserait S : discontinuité 
évidemment semblable ù celle des potentiels de surface or- 
dinaires. Cette analogie, ainsi que d’autres de la même 
espèce (V. plus loin) mises en évidence par M. Volterra 
(Congrès de Rome, 1908, t. II, p. 90), est complétée par le 
fait que, sur S lui-memc, noire intégrale SS pi’ond la 
valeur o, ce qui est la moyenne arilhmél ique enire les 
deux valeurs opposées susdites. 


119. Cas d^nne îrontière caractéristique. — Il est évi- 
dent que le succès des vérifications ci-dessus dépend essen- 
tiellement de notre hypothèse géométrique concernant S, 
par l’intermédiaire du fait que l’intersection du conoïde 
caractéristique avec S se réduit à une petite aire autour de 
P, quand a s’approche indéfiniment de ce dernier point. 

On doit s’attendre à rencontrer des circonstances toutes 
différentes quand cette condition géométrique n’est plus 
remplie, ce qui arrivera dès que S cessera d’avoir une orien- 
tation d’espace. 

Il est remarquable — quoique c^la puisse être prévu 
d'après ce que nous savons concernant le cas des don- 
nées analytiques (^) — que la vérification réussisse encoie 


(1) On a obtenu, au n® 64, livre II, la oonetruetion de la solution, quand 
H est donné sur un oonoïde caractéristique. 
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dans un cas pour lequel Taire So ne devient plus infini- 
tésimale en tout sens : à savoir le cas (intermédiaire entre 
les surfaces d’espace et les surfaces orientées dans le temps) 
de S caractéristique. 

Gomme on Ta vu au numéro 113, les données sont alors 
réduites à la valeur de u seul en chaque point, de sorte 
que (rien naturellement n’étant changé quant à l’équa- 
tion indéfinie aux dérivées partielles elle-même) il n’y a 
qu’une seule sorte de condition aux limites à vérifier. 

Toutefois, cette vérification présente quelques difficul- 
tés particulières dues à deux circonstances. L’une est célle 
que nous venons de mentionner et a été remarquée par 
M. d’Adhémar (V. Rendic. Cire. Mat. di Palermo, t. XX, 



p. 143, 1909) : die résulte de ce que le cas présent est in- 
termédiaire entre les considérations des numéros 116- 
117 et celles que nous allons rencontrer. plus loin. Suppo- 
sons, par exemple, que nous ayons à traiter l’équation des 
ondes cylindriques (avec w = 1), de sorte que T est un 
cône circulaire d’angle au sommet droit, et aussi que S est 
un plan de direction caractéristique qui fait avec Taxe des 
t un angle de 45 degrés. Alors, ce dernier ne coupera plus 
suivant une ellipse, mais suivant une parabole 
(fig. 16) qui, quand a approche de S, ne se réduit 
plus à un point, mais à une ligne entière, savoir une 
demi-génératrice de T, le volume compris entre S et 
r étant (pour toute position de a extérieure à S) étendu 
indéfiniment dans une direction. Comme on le voit par cet 
exemple, une S caractéristique régulière ne suffit pas en 
général par elle-même à constituer, avec T, le contour 
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complet du domaine T. Pour enclore un volume, il faudra 
nécessairement ou (comme dans l’exemple précédent) in- 
troduire une seconde surface S', telle qu’un second plan 
caractéristique coupant le premier (V. fig. 16); ou sup- 
poser que S a un point singulier (étant élle-même — 
comme au livre II, n® 64 — un cône caractéristique, ou 
une sorte d’angle polyèdre à faces caractéristiques, etc.). 
Une démonstration générale devrait tenir compte de tou- 
tes ces singularités possibles Q). 

En nous limitant, pour plus de simplicité, au cas de 
m = 3, nous supposerons, d’abord, que la frontière consiste 
en deux caractéristiques régulières S et S' sécantes entre 
elles; en faisant tendre a vers un point donné quelconque 
P de S, on a è démontrer que la quantité u donnée par (39) 
tendra vers la valeur donnée (ao)p. Il est utile d’observer 
que ceci équivaut à démontrer que le problème a une solu- 
tion (*) [puisque cette solution ne peut être autre que 
(39)]. 

A l’aide d’une transformation ponctuelle convenable, on 
peut admettre que S et S' sont deux plans de coordonnées 
X = O et ^ = 0 , tous les plans x = const., y — const. 
devenant des caractéristiques, et même de telle manière 
que les bicaractéristiques correspondantes soient parallèles 
à l’axe des y et à l’axe des x, l’axe des y lui-même 
passant par P. On admet aussi que les parties utiles des 
plans S et S' — c’est-à-dire les parties qui portent les 
données — sont les parties positives. 

Il est facile de s’assurer que la disposition générale de la 
figure sera la même que dans l’exemple ci-dessus. Dési- 
grons par x, y, z les coordonnées d’un point quelconque. 


(1) La démonstration de M. d’Adhémar (Ctrc. Mat. di Palermo, [loc. cit.]) 
concerne le cas où S est un cône caractéristique. 

(2) L’importance de ceci repose sur le fait qu’on doit (V. plus loin) 
changer de variables, après quoi seulement la vérification peut se faire. 
A priori, le fait que la même vérification réussirait avec les premières va- 
riables, ne serait pas évident si Ton ne montre que l’expression (39) reste 
invariante (ou invariante à un facteur convenable près) par de telles trans- 
formations. On évite une telle démonstration par la remarque du texte 
(l’existence d’une solution étant évidemment une propriété invariante), et 
même l’invariance de (39) pourrait, au besoin, se déduire de notre rai- 
sonnement. 
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par o^o, i/o, O, ks coordonnées (i) de a, par lequel on mène 
une parallèle à Taxe des y, celle-ci étant une bicaracté- 
ristique. Dans le voisinage d'un point quelconque (o^o, y, o) 
de cette ligne, on peut développer T suivant les puissances 
de X — Xq, z, les coefficients étant fonctions de y. En se 
rappelant : 

l"" que r = O touche le plan x — Xq le long d'une ligne 
2 = o; 

2^" qu’il est situé, par rapport à ce plan, du côté des x 
décroissants; 

S'’ que r > 0 correspond à l’intérieur du conoïde et, 
par conséquent, T < o à des points tels que x = x^, 2 o, 
on voit que le développement doit elxe de la forme 

(45) r — n(a;„ — x) — — 2Ni(Xo — x)z 

— — x)^ -f- 

(où les points représentent des termes d’ordres supérieurs), 
les deux coefficients n et N étant positifs. Le premier, mais 
non le second, s’annule en a et est, en générall, sensible- 
ment proportionnel à (yo — y). 

En égalant (45) à o et en faisant o: = o, on obtient évi- 
demment une sorte de parabole ayant P comme sommet et 
Z = o comme axe, qui s’aplatit le long de cette dernière 
ligne quand Xo devient nul. Toute ligne y = const. coupe 
cette courbe en deux points s = a ± ^/ P ^ en désignant par 
tt et deux développements suivant les puissances de Xq 
sans termes constants. Le théorème de factorisation (V. 
p. 112 et la note correspondante, qui s’applique de nouveau 
au cas actuel) montre qu’on peut écrire 

(46) r [/3 - (z ~ a)^] G(x, y, z, x,, y,) , 

où G est un autre développement en (xq — x), z, ayant N 
comme terme constant. 

Ceci étant bien entendu, on arrive à la détermination de 


(1) L’hypothèse = 0 ne diminue pas la généralité, puisqu’on peut preaa- 
dre P variable avec la position de a, en le remplaçant par un autre point P' 
situé sur la même parallèle à l’axe des y que a, et en faisant tendre fina- 
lement P' vers P comme o. Ceci demanderait une translation variable des 
axes, ce qui est sans inconvénient pour la légitimité du raisonnement. 
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la valeur limite de ita, où Ion a (les S étant ici remplacés 


par des signes 
(390 


y* ordinaires) : 

[-/// 


2;r 


fvdxdydz 


-4- 



En considérant exclusivement le cas de m — 3, on a 
Tavantage de ne rencontrer aucune difficulté concernant 
révaluation du symbole [ . Ceci est clair, tout d’abord, 

pour l’intégrale d’espace du premier terme, laquelle, v 
étant seulement infini d’ordre a une signification au 
sens classique et devient infiniment petite en même temps 
que le volume d’intégration. 

Dans l’intégrale double, il ne subsiste qu’un infini d’or- 
dre Y’ oelui qui provient de et qui peut être éliminé à 


l’aide d’une intégration par parties, 
tion V étant parallèle à l’axe des 

dv = dy en posant 

^ dS = K dy dz, 


Car, sur S, la direc- 
y, on peut prendre 


K étant une fonction convenable de y, z; et, de même, sur 
S' on peut prendre dv — dx avec 


dS' = K' dx dz. 


Par conséquent, l’intégrale double 
Jl 
Ytt 


à S sera ( au facteur Y- près 


Uf 


U ^ dS relative 

dv 


= /* I / *“ $ 

= f d, 

Les limites d’intégration, pour une valeur quelconque de 
;s, seront données d’abord par l’arête du dièdre (c’est-à-dire 
un segment Q 1 Q 2 de l’axe des z) et par le conoïde carac- 
téristique. Mais le terme correspondant à la dernière limite 
est infini fractionnaire, et, par conséquent, doit être 
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supprimé : d-e sorbe que la valeur de l’intégrale sur S de (39')’ 
multipliée par — est 



Kuvdz 4- 



d(Ku) 

ây 



vdydz, 


l’intégrale simple étant prise le long de l’axe des z. De 
cette manière, tout infini d’ordre supérieur à | a disparu. 
De plus, la valeur de v est 


t; 


V Vq 


V,v^4--- 


Dans le premier terme — évidemment le seul qui puisse 
donner un résultat différent de zéro dans (47) — , on rempla- 
cera r par la valeur (46), dont le premier facteur peut aussi 
s’écrire _ _ 2 _) (^ _ 


2 = et Z = Za désignant les intersections d’une parallèle 
quelconque à l’axe des y avec le conoïde caractéristique de 
sommet a, de sorte que Zi et Za sont des fonctions de y 
(x étant nul) et des coordonnées de a. 

De cette manière, l’intégrale simple prise le long de 
QiQa devient 



KuVdz 

V^(z — zj (z^ — z) v/G 


et, quand a s’approche de P et que, par conséquent, QiQa 
devient infiniment petit, une telle intégrale est sensiblement 
égale à 


(48) 


— r dz 

J ^/(z ~z,)(z;- Z)’ 


(K®, u°, V”, désignant les valeurs des quantités K, u, V, 
N à l’origine des coordonnées) dont la limite s’écrit immé- 
diatement, le dernier facteur étant, comme on sait, toujours 
égal à TT. 

La même méthode s’applique évidemment à l’intégrale 
double, en l’écrivant 



d(Ku) 



y 

v/(z — Z,) (Za — z) 


dz ; 


ây ây 
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en opérant ainsi sur chaque intégrale simple relative à z, 
on voit que (47) tend vers la limite 


On opère tout h fait de la même manière sur T intégrale 
relative à fe', mais avec la simp^lification qu’il ne subsiste 
pas d’intégrale simple comme pour (47) (le segment corres- 
pondant tendant vers zéro) : la limite correspondante sera : 


(48 ter) 


Ro^oyo 


La question est de savoir si la somme de (48), (48 his) et 
(48 ter) est égale à Sttup. Pour y répondre, nous emploie- 
rons la méthode bien connue en Calcul des Variations : on 

fait sortir du signe J au moyen d’une intégration par 
parties, ce qui, une fois fait, donne la valeur demandée de 
la somme, si : 

P’ après cette transformation, les termes en u s’annulent 
en même temps sous le signe J de sorte qu’il ne reste au- 
cune intégrale quelle qu’elle soit (0; 

2° les termes en se détruisent aussi l’un l’autre; 

3® le coefficient de wp est égal à 2^. 

Ces conditions sont suffisantes; mais — en raison du 
Lemme fondamental de Calcul des Variations — on sait 
bien qu’elles sont aussi nécessaires. La conséquence en est, 
dans le cas présent, qu’on peut affirmer o priori qu’elles 
sont remplies et qu’il n’est besoin d’aucun calcul pour cela. 
Car on a vu, Livre II, n° 64, que le problème a une solu- 
tion (et, par conséquent, que la vérification présente doit 
réussir) toutes les fois que les données sont analytiques. 
Ainsi, la somme des quantités (48) à (48 ter) se réduit à 
^TTUp pour tout U analytique, et deci ne peut être (^) que si les 
trois conditions dont il s’agit sont remplies. 


(1) En d'autres termes, on doit avoir identiquement (pour 2 ; = -î = o) : 



(2) Le Lemme fondamental continue, comme on le sait, à s’appUquer 
Hadàmako. 17 
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120. Le calcul direct des expressions (48), (48 bis)ei (48 ter) 
est cependant intéressant et mérite d’être entrepris. Il 
semble, au premier abord, se heurter à une difficulté insur- 
montable, en raison du fait que les valeurs de V le long de la 
bicaracteristique sont déduites (au moyen de M) de celles 
des dérivées secondes de T, et que ces dernières dépendent 
de l’intégration générale des équations différentielles des 
géodésiques, ou, du moins, des « équations aux varia- 
tions » (^) correspondantes. Dans le cas présent, néanmoins, 
les valem'S de V — qui, sur la bicaractéristique, se réduit à 
Vo, — peuvent être trouvées par une quadrature. La raison 
en est que, quoique ne connaissant pas toutes les géodési- 
ques en général, on admet implicitement (par le choix 
même des coordonnées indiquées ci-dessus) qu’on connaît 
les géodésiques de longueur nulle (^), c’est-à-dire les bica- 
caractéristiques. 

Pour obtenir une telle expression de Vo, on complétera 
les simplifications du numéro précédent à l’aide des remar- 
ques du numéro 50, Livre II. On a vu à cet endroit que, les 
coordonnées étant choisies comme ci-dessus, l’équation aux 


quand la fonction arbitraire qui figure dans son hypothèse est nssujcttie 
^ être analytique. Le raisonnement semblait d’abord supposer que S (ou S') 
illc-merne était analytique; mais, dans le cas contraire, on pourrait subs- 
tituer, au lieu de S, une autre caractéristique analytique ayant avec elle 
un oontact d’un ordre arbitraire en un point de Taxe des y (et par consé- 
quent, en raison des propriétés bien connues des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, tout le long de cette bicaractéristique), lacpuelle 
substitution (comme au n® 117 ) ne changerait pas les résultats. L’hypo- 
thèse d’analyticité de S est, par conséquent, indifférente. 

(1) V. note additionnelle, liv. II. Plus précisément, comme on va le voir, 
V^ est [en raison de l’équation (39), n® 59] lié au Jacobien J. 

(2) Sans insister sur ce point — ce que nous ferons peut-être à une autre 
occasion — on peut simplement remarquer qu’il y a là, finalement, une ap- 
plication du théorème bien connu d’après lequel une intégrale d’un sys- 
tème différentiel linéaire vsans seconds membres peut être trouvée par qua- 
dratures quand l’intégrale générale du système homogène correspondant 
est connue. Le système linéaire ici considéré est constitué par les équa- 
tions aux variations, l’une d’entre elles étant remplacée par la relation 
(elle-même auX variations) déduite du théorème des forces vives, et dont 
le second membre doit être pris comme nul quand les bioaractéristiques 
seules sont envisagées, et comme égal à une constante arbitraire pour 
l’étude des géodésiques en général. 
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dérivées partielles ihomogènes peut (en changeant de varia- 
ble si c’est nécessaire) être prise sous la forme 

ne comprenant pas de différentiation par rapport à x 
(et l’équation adjointe sera d’une forme analogue). 

Ceci étant admis, et en tenant aussi compte des hypo- 
thèses précédentes quant aux axes des x et des z, la forme 
caractéristique A sera, en désignant par a, y les varia- 
bles qui y figurent, de la forme 

A = 2a/3 — Ay" 

(où le coefficient A doit être positif, de manière ù n’avoir 
qu’un seul carré positif), ce qui donne pour le discriminant 
A la valeur A. 

Nous allons maintenant procéder h la détermination des 
coefficients n et N de (45) (en fonction de y). Il suffit, pour 
cela, de substituer (45) dans l’équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre en T 

» (^' f- 

En désignant par des accents toutes les différentiations 
par rapport à y, on obtient 

2[_ n 2N,z -f- ~~ x) -h ....] 

X [n' — a*) — NV — 2N,'(x, — x)z — N/ (x, — xV -h 

— 4A [m-+-N,(x, — x)^-h ....y 
= 4n (Xq — x) — 4Nz^ — SN^ (x^^ — x)z — 4 N 2 (x^ — x)^-{- 

les points représentant encore des termes d’ordres supé- 
rieurs. On obtiendra le résultat demandé en égalant les coef- 
ficients de part et d’autre de (xq — x) et aussi les coefficients 
de ce qui donne 

— 2nn' — 4n, 

2nN' — 4AN" = — 4N. 

La première relation donne (n s’annulant nécessairement 
en a) : 

(49) 


n = 2(yo — y). 
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On a alors, pour N, 

(490 — K(y — yj 4- N — AN* = o, 


équation du type de Bernoulli, dont une seule solution est 
finie en a, savoir : 


(50) 


N 


y O — y 



Ce premier résultat étant atteint, nous pouvons calcu- 
ler la quantité M (n"* 49) : son expression se réduit à 


M — 2 


ær 

âxdy 



= — 2n' -h 2AN 


pour X ~ 2 — 0 (tous les autres termes s’annulant puis- 

que r et sont nuis tous les deux le long de cette ligne). 
Mais en tenant compte de (49), (490, donne 


2N' 

M = 4 4- 2AN — 6 + (y^ — y)- 


Par conséquent, d’après sa définition du Livre II, n° 62 
(dans laquelle on peut faire s = y — yo), 

Vq = const. a/W = v/X 

le facteur constant étant 1, puisque Vq et sont tous les 
deux égaux à -/X en a. 


121. Revenons maintenant aux formules précédentes (48) 
à (48 1er). Si on lient compte de la va^leur ci-dessus de A 
et des égalités (relatives à S) 

TT^dS = dydz, — o, 

la définition de v montre que K* = 1. Quant à L, il est égal 
à o, comme défini par la formule (7) du Livre II, n° 40. 
Ainsi, comme on voulait le montrer, il ne subsiste pas 
d’intégrale dans (48 bis), qui se réduit à 

(51) — 2;r(up — U**), 


tandis que (48) donne — ?ru®. 
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Le seul terme qui reste à trouver est (48 ter). Mais, 
comme ci-dessus, on voit que K'o est, ainsi que Ko, égal 
à 1, de sorte que (48) et (48 ter) se trouvent détruire le 
second terme de (51), et la vérification est faite. 

122. La conclusion demandée étant ainsi établie, cela impli- 
que, naturellement, la forme primitive (n° 119) du résultat : on 
peut dire, avec les notations du numéro 119, que la valeur limite 
de rintégrale double sur la première caractéristique (contenant 
P) est : 

(W).]' 

K étant tel que (^), pour un (p quelconque, 

dS = K dydz, 
dv ôy 

et N étant le coefficient de dans le développement de T. La 
conclusion, sous cette forme, reste valable si S n’est plus sup- 
posé être un plan coordonné (le plan x = o étant, cependant, 
encore assujetti à être tangent à S le long de Taxe des y) : le 

rapport de K à is/W est, naturellement, indépendant (*) du choix 
de la seconde variable z (qui sera alors une coordonnée curvili- 
gne) sur S. 

123. Si on en vient maintenant au cas où S, au lieu de consister 
en un dièdre, admettrait un point singulier 0 — qui sera pris 
comme origine des coordonnées — on pourra surmonter les dif- 
ficultés spéciales de ce cas en le ramenant au précédent, avec 
des hypothèses géométriques convenables. 

Commençons par observer qu’on ne peut plus supposer que 
S est un plan de coordonnées (puisqu’elle est singulière en 0), 
de sorte qu’on est forcé d’opérer comme on l’a dit au numéro 
précédent. Mais nous admettrons que la caractéristique qui sera 


(1) K [ainsi que le serait K' dans (48 ter)] est égal au coefficient de 

2 — — dans l’équation (comme on le voit de la môme manière qu’au 
oxôy 
no 120). 

(2) Ceci peut se vérifier d’une manière directe : car si on introduit une 

nouvelle variable Z à la place de i, la variable y restant la môme tout 
au moins sur z = o, ce Z se réduira sensiblement h yz a (a, )8, y 

étant des constantes) dans le voisinage de n’importe quel point déterminé 
de l’axe des y, et K et N seront tous deux divisé par y. 
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prise comme plan coordonné laisse S entier d'un seul côté. Nous 
admettrons, en second lieu, que S peut être engendré par des 
lignes régulières (A) issues du i)oint O, dont chacune sera, au voi- 
sinage de ce point, dirigée dans le sens des x croissants, de 
sorte que, si les coordonnées x, y, z sont exprimées en fonctions 

dx 

(régulières) de l’arc s, on a -7- > () De plus, comme certaines 

ds 

de ces lignes (A) font des angles infiniment petits avec a; — o, 
on considérera à nouveau les plans y ~ const., qui seront en- 
core su]>posés être caractéristiques, et on admettra que, 0 étant 
un certain angle positif, la tangente à une ligne (A) quelconque 
(dans le voisinage de O) fait un angle plus grand que 0 avec au 
moins un des plans x ~ o, y = o. Par conséquent, si on coupe S 
par un plan caractéristique y — s, b étant petit, la portion 83 de S 
adjacente à O, limilée par ce plan et par le demi-conoïde de sommet 
a, interce])tera sur chaque ligne (A) un arc plus petit qu'une lon- 
gueur (T qu’on peut prendre aussi petite qu’on le veut, en prenant 
î suffisamment petit (et a isuffisamment voisin de P). 

83 compixuidra une })ortion S'g de la première caractéristique 
(tout au moins une portion angulaire à laquelle la bicaracté- 
ristique OP sera intérieure); la partie restante sera désignée 
par 83". 

X, y, Z seront continus par rapport aux deux paramètres A et s : 
on admettra qu’ils sont réguliers en s : 


( 52 ) 


a; = f.s + -H 

■ y — ’h^ + "H 

2 = Si* + $2*^ + 


rentes entre elles 


Bien entendu, tous les coefficients et seront continus 

en A; mais leurs dérivées ou Peuvent avoir un nom- 

dA âX âX / .p 

bre fini de discontinuités de jmeraière espèce ( des valeurs de 

\ àX 

... existant des deux côtés de la discontinuité, mais étant diffé- 

d\j \dx) 

sera différente de zéro, de sorte que l’angle entre deux lignes (A) 
consécutives sera du même ordre que la différence des valeurs cor- 
respondantes de A. 

En raison de ce qui précède, les quantités ;rfdS seront, sur 
8 .,, les produits de dXds par des déterminants fonctionnels tels 
D(v, 

que — - qui contiennent tous 5 en facteur. L’élément 
D (A, s) 


T / 

La somme ( 

dX 
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superficiel sera de la forme UsdXds, où H est fini, mais aussi par- 
tout différent de zéro, et par conséquent plus grand qu’un nombre 
positif fixe. 


124. Ceci étant entendu, prenons l’intégrale double de (39') : 
1® sur la partie de S qui correspond h y '> e; 

2 '’ sur Sj. 

La valeur limite de la première intégrale sera (comme on l’a 
trouvé précédemment) 


(33) 


2ritp 


\ V / j =-.o, z^o. 1/^ 


Sur So, on commencera par observer que la direction trans- 
versale V est tangente, et que, par conséquent, pour une fonc- 
tion (f quelconque (^), 

-J. g- + 


OÙ a oÀ I3 sont des fonctions régulières de A et de s, la seconde 
(îonteiiant s en facteur (^). 

Quant aux valeurs données de u sur > 82 , supposons qu’elles 

du 

ont des dérivées premières finies, les dérivées - s’annulant avec 

ÔA 

5 , et aussi, pour commencer, que u lui^même est nul en 0 (par 


(1) Si les lignes (A) sont des bioaractérisliques, le seeond terme existera 
seul. C’est ce qui a lieu pour 1© cas de M. d’Adhémar où S est un conoïde 
caractéristique : le mode opératoire du texte est nécessaire ix)ur traiter 
certaines formes de S 2 telles qu’un angle polyèdre, dont la partie est 
une caractéristique régulière, 

(.2) Pour exprimer ces coefficients, on peut remarquer que, en raison de 
riiypothèse que s est l’arc (ordinaire) do (A), la quantité 

dx d^x dy d^y dz d^z 

ds d^ds ds d^ds às d^^ds 


est nulle. On obtient alors les valeurs dérivées si on multiplie les équations 


dx 1 dA dx dx dy 

dv 2 dn-j dA ds dv 


(dans lesquelles on a pris dS = d\ds et les tt en conséquence) par 
dx dy dz dx dy dz 

— — — ou par — , — , . deux résultats étant de l’ordre 

dA dA dA ds ds ds 

respectivement de et de s, on obtient Tordre de grandeur énoncé dans le 
texte. 
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conséquent que |u| admet une limite supérieure proportionnelle 
à s). Alors, dans l’intégrale qui doit s’écrire 


//[“ 


do dv\ 


du du 

a -zr - 4 - P 


dX 


ds 


— Luv I dXds, 


dv 

ds 


et 


dv 


par la formule de 


on transformera les termes en 
Green. 

L’intégrale simple prise le long de l’intersection de Sj avec T 
doit être supprimée comme précédemment. Le terme pris le long 
de l’intersection avec y == e détruit le terme correspondant de 

(53) (puisque les coordonnées A et s pourraient aussi bien être 
employées dans la partie de adjacente à SjO (^). 

s = O devrait être considéré, ici, comme étant une partie de 
la frontière; mais le terme correspondant s’annule, puisque u est 
supposé nul avec s. 

Il reste, par conséquent, à évaluer des intégrales simples de la 
forme 

(54) y huvds = (s) J 


[où {s) est une valeur de s contenue dans l’intervalle d’intégra- 
tion et H une quantité finie] prises le long de lignes A = const. 

/ dx 

(situées sur et correspondant à des discontinuités de — , 


.... telles que des arêtes de l’angle polyèdre j et des intégrales 
doubles telles que ' 



UudXds 

VT 




ilfi ^ dyâs 

7r 


(i) La partie de rinteraection de S et de y = e contenue dans est 



entièrement à l’intérieur de S'„, pour suffisamment petit, la disposition 
relalive de S,, T = o, j/ = e étant telle qu’on la voit sur la figure ci-jointe. 
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OÙ n est encore fini et où le facteur s apparaît encore dans le 
numérateur sous le signe J* en raison de la présence d’un des 

facteurs U, p. 

dX 

Reprenons maintenant le développement de F tel qu’il a élé 
écrit précédemment, savoir 

(45) r =: n{x, — ar) — Ns^ — .... 

2(2/0 ” y) (^0 — — .... 

ou [puisque chaque terme non écrit explicitement contient 
(a^o — x) ou en facteur] : 

r = 2 yo(a:o — x) — ^V, 

où î/o et N représentent des quantités qui ne diffèrent qu’infini- 
ment peu de et de N respectivement. On doit d’abord substituer 
ceci à r dans les intégrales simples (54), qui se rapportent tou- 
tes à des lignes appartenant à Sj" et dont chacune, par consé- 
quent, fait un angle fini, soit avec le plan x = 0 (de sorte que 
> 0), soit avec le plan z = o (de sorte que 
ISil > étant des constantes. 

Le premier cas se présente toujours lorsque le coefficient du 
développement de x suivant les puissances de s est négatif et 

NÇ/» • 


rieur à - 


supérieur en valeur absolue à ( donc algébriquement infé- 

Nî \ ^ \ 

— L-. j : car, s’il en est ainsi, le coefficient £1 doit être 
plus grand qu’un nombre positif fixe (0, ainsi qu’il en sera de 
pour s suffisamment petit. 


fl) S’il exietait des lignes (A) telles que 




2 


et si tendait vers zéro, elles auraient (en raison du théorème de Bol- 
zano-Weierstriass) une position limite telle que = o et 






dx 


ce oui est contradictoire avec l’hypothèse de — >0. De même, si, avec 

ds 






dx 

il arrivait, pour des valeurs convenables de A et s, que — 

ds 


puisse tendre 
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Dans æ premier cas, en désignant par la valeur de s qui cor- 
resjwnd à l’intersection de (A) avec le conoïde, l’intégrale sera 
d^' la forme 



H 


ds 
^ s 


c’est-à-dire plus petite que 

I H 1 

— ^ < lli v^, 

avec H J fini . 


125. Dans le deuxième cas, en tenant compte de l’inégalité 
iV ^ 

^2 > — “ développement de V suivant les puissances 

de s contiendra un terme négatif en 2 ^, le coefficient étant numé- 

iN 

riqueinent plus grand que la quantité donnée — Si on com- 
mence par supprimer le facteur (s), on voit, par le théorème 
de factorisation, que le facteur restant dans la quantité à inté- 
grer est le quotient de Kds (avec K fini) par la racine carrée d’un 
polynôme quadratique en 6' avec — 1 comme coefficient de s\ 
rintégrale étant prise depuis zéro jusqu’à une racine du poly- 
nôme. Une telle intégrale (dans laquelle l’intégrale indéfinie 
est un arc sinus) est toujours plus petite que K;r. Si on tient 
compte du facteur {s), l’expression (54) sera par conséquent infi- 
nitésimale quand e et seront très jKîtits. 

L’évaluation d’intégrales doubles telles que (540, quand on les 
étend à Sj", se déduit immédiatement de ce qui précède en inté- 
grant des expressions telles que (54) par rapport à A. 

Sur S 2 ', on opérera différemment, et on introduira à nouveau 
y et Z, en fonction desquels on peut admettre qu’on a exprimé (0 
X. L’élément sd\ds ne diffère, ainsi qu’on l’a vu, que par un fac- 
teur fini de rélémeiit superficiel sur Sg' et, par conséquent, de 
dydz. D’un autre côté, le coefficient de z^ dans le développement 
de X (pour tout y donné) est nécessairement positif de sorte 


vers zéro, ou s resterait plus firanii qu’une quantité donnée Sj, et ceci pour- 
rait être exclu en prenant e et convenablement petits; ou s pourrait 
tendre vers zéro — mais c’est ce qui est impossible, puisqu’on vient de 
voir que doit rester plus grand qu’un nombre donné. 

(1) Si S^' apimrtient à une caractéristique régulière, on peut prendre 
X = 0 ; si c’est à un conoïde caractéristique, x sera une fonction do y et de 
Z dont les dérivées sont discontinues en O, mais restent finies et s’annu- 
lent sur l’axe des y. 

(2) Il croît même indéfiniment avec l/.iy, comme le fait la courbure de la 
surface, si S est un conoïde caractéristique. 
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que, se développant de la meme manière, le coefficient de z- est 
numériquement supérieur à N. Par conséquent, ici encore, la quan- 
tité à intégrer est (pour n’importe quelle valeur déterminée de \j) 
le quotient d’une quantité finie K par la racine carrée d’un poly- 
nôme quadratique en 2 avec le coefficient — 1 pour 2 ^ de sorte 
que l’intégrale relative à z est constamment plus petite que Ktt. 
En intégrant par rapport à y, le résultat est encore infiniment 
petit avec e. 

L’intégrale sur Sg étant ainsi la somme de quantités infinitési- 
males et d’un terme qui disparaît avec le second terme de (53), 
la conclusion est démontrée tant que u est supposé nul en O. 

Mais cette dernière hypothèse ne diminue pas la généralité : 
car on peut commencer par prendre un premier ensemble u' de 
valeurs de u (différentes de zéro en O), coïncidant avec les va- 
leurs d’une solution donnée de (E), [>our lequel, par consé- 
quent, la vérification doit réussir, puisqu’on sait d’avance que 
le problème a une solution, et on posera u — u' -h u", où u" 
est nul en O, et peut être traité par l’analyse précédente : de 
sorte que la démonstration est complète. 

Pour m = 5, 7, on doit s’attendre à avoir des calculs 
semblables avec quelques complications supplémentaires, parti- 
culièrement en raison de l’intervention du symbole \ : cepen- 

dant, nous n’entierons pas dans de plus longs détails sur ce 
sujet. 

126. Frontière orientée dans le temps. — Il suit claire- 
ment de ce qui précède que le succès de la synthèse, dans 
le dernier cas, dépend de circonstances toutes spéciales : 
celles-ci ne se produiront plus lorsque S cessera d’être ca- 
ractéristique, de sorte que son plan tangent en un point 
quelconque coupera le cône caractéristique mené au même 
point suivant deux génératrices distinctes; et, d’abord, 
l’aire d’intégration ne sera plus infinitésimale même dans 
une de ses dimensions. 

Si, par exemple, l’équation aux dérivées partielles étant 
(co), S, comme au numéro 25, consistait en une aire du 
plan xy et en la surface latérale Si du cylindre ayant cette 
aire comme section droite, ceci permettrait de calculer, 
grâce à (39), une valeur de Ua dans le volume ainsi enclos 
— quelle que soit la distribution donnée des valeurs de Uq 
et Ui en des points variés de S — et cette quantité u véri- 
fierait l’équation aux dérivées partielles. Mais si a 
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s’approche d’an point déterminé quelconque P de S, il n’y 
aurait pas de raison pour que Ua tende vers Uo (P), comme 
on peut le voir à la simple inspection de la figure 18. 

On trouve ainsi, comme nous l’avons déjà dit au nu- 
méro 23, que le problème de Cauchy est en général impos- 
sible dans ce cas, et on peut effectivement écrire immédia- 
tement une infinité de conditions de possibilité [entièrement 



semblables aux conditions (8), n"" 15] en prenant mainte- 
nant a en dehors du cylindre (fig. 18 his). Si a est choisi 
ainsi, il n’y a plus de point singulier du conoïde dans le 
domaine d’intégration T, et le résultat de l’application de 
la formule fondamentale (/ étant, dans l’exemple ci-dessus, 
supposé nul), se réduit, comme au numéro 104, à : 

SS (u ^ V — huv) dS = O, 

\ dv dv J 

de sorte qu’il ne peut pas exister de solution si cette équa- 
tion n’est pas vérifiée pour chaque position de a en dehors 
du cylindre. 

Par conséquent, on n’a pas ainsi un problème correcte- 
ment posé. Mais il est cependant important à noter, comme 
correspondant aux démonstrations données par Kirchhoff 
et M. Volterra du principe de Huygens dans la dernière 
des trois acceptions dont on a parlé au numéro 33, 
c’est-à-dire de ce que nous avons appelé proposition (C.). 
Imaginons, dans ce but, qu’on étudie le phénomène en 



FRONTIÈRE ORIENTÉE DANS LE TEMPS 


269 


dehors d’une certaine courbe fermée o- du plan des ty, — 
de sorte quo la région 61 dans laquelle on veut déter- 
miner U est située du côté positif de i = o et en dehors 
du cylindre (3, qui a o- pour base — et que, le milieu 
étant initialement au repos (de sorte que les quantités Uo 
et sont nulles sur tout le plan xy), on produise dans 
certaines perturbations. 

Comme le mouvement ainsi engendré vérifie (ea), la valeur 
correspondante de u a V expression (^) (39), qui, dans le cas 
actuel, se réduit à des intégrales étendues à (B. Comme la 
région d’intégration sur C est constituée (V. fig. 19) par 
des points en onde ou sous onde avec a, ceci revient, comme 
l’a remarqué M. Vol- 
terra, à représenter le 
mouvement comme pro- 
duit par des centres con- 
venablement distribués 
sur C; la méthode de 
Kirclihoff est tout à fait 
analogue pour (ca), en 
supposant que la der- 
nière équation s’intégre 
comme on le montrera Fïg. 19. 

au Livre suivant. 

Il est clair que tout phénomène régi par une équation hy- 
perbolique à trois variables indépendantes donnerait lieu 
à une telle forme du principe de Huygens. 

Ceci met pleinement en évidence la nécessité des distinc- 
tions que nous avons établies ci-dessus entre les divers 
sens du principe de Huygens : on voit, en effet, que nos 
formules peuvent être considérées comme démontrant 
V exactitude de ce principe, si on le prend sous la forme (C), 
— c’est ce qui a lieu, par exmple, dans le Mémoire fonda- 
mental de M. Volterra, Acta Mathematica, t. XVIII — tandis 
qu’on a vu (n® 111) qu’elles prouvent la fausseté de ce 
même principe, au sens (B). 



(1) L’expression explicite oorrespondant à ce cas eat donnée ci-apfâ«» 

oo 131. 
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127. Quelques indications sur le problème extérieur. — 

Le cas d’un contour orienté dans le temps a été également 
traité par M. Volterra à un autre point de vue, en intro- 
duisant ce que le géomètre italien appelle le « problème 
extérieur ». 

Il s’agit du cas où le domaine d’intégration Tj, au lieu 
d’etre intérieur à une nappe du conoïde caractéristique de 
sommet a (avec une frontière constituée par des portions de 
cette nappe et de S), est en dehors du conoïde et se trouve 
limilé par les deux nappes et des portions de S (fig. 20) ; 
il arrive alors que, tout au moins dans les exemples les 
plus immédiats, S n’est nulle part une surface d’espace 
(ce qui n’est pas le cas pour le problème intérieur). 



Fig. 20 . 


Fig. 20 bis. 


Un tel })i üblème se comporte tout autrement que le précé- 
dent, ceci étant une conséquence des condusions du nu- 
méro 97. Opérons sur le domaine Tj comme nous l’avons 
fait précédemment sur T, en appliquant la formule fonda- 
mentale a la fonction inconnue u et à la solution élémen- 
taire U (de pôle a) dans laquelle nous changerons seulement 
le signe de T de manière à le rendre positif en dehors du 
conoïde : tout se passe comme dans les calculs précédents, 
de sorte qu’on aura un S SS sur ï et . un SS sur la por- 
tion (annulaire) Sq interceptée sur S entre les nappes du 
conoïde.^ Mais si on construit de nouveau la petite sur- 
face S qui est nécessaire pour exclure le voisinage de a, 
la valeur limite de l’intégrale généralisée correspondante 



PROBLÈME EXTÉRIEUR 


271 


ne contiendra plus en facteur la partie finie du volume de 
rhyperboloïde à deux nappes, mais la partie finie du volume 
de rhyperboloïde à une nappe, qui est nulle, ainsi qu'on 
l’a vu au numéro 97. Par consét^uent, aucun terme corres- 
pondant à la singularité en a ne doit être inscrit, et la for- 
mule se réduit à : 


(55) 


SSS^/ dx^ dx^ •••• dXjn -f- 


SS 


du di^ ^ V -c 

V -p- — U ~ — h huv ) aS : 

dv dv 


Elle ne détermine plus la valeur de Ua, mais, ne contenant 
que les données du problème, fournit pour celui-ci une con- 
dition de possibilité. 

On peut obtenir ainsi une infinité de telles conditions né- 
cessaires, en prenant le point a arbitrairement dans S. Mais, 
naturellement, on peut encore en obtenir d’autres, ainsi 
qu’on l’a fait au numéro précédent, en prenant a en dehors 
de S (fig. 20 bis). 

On doit substituer pour v d’autres quantités pour obtenir 
la singularité demandée en a, qui conduit à Texpression de 
Ua. De plus, la question de trouver un tel v n’est plus un- 
problème déterminé, justement parce que le problème n’est 
plus bien posé et que, par conséquent, les solutions, s’il en 
existe, peuvent s’écrire d’un nombre infini de manières en 
fonction des données [en les combinant avec les condi- 
tions de possibilité (55)]. 

M. Volterra emploie l’expression 



H- log r. arc sm 

Vl — 0“ 


t — t. 


r 


( avec 0 = — » dont la singularité utile est encore 

toute une ligne parallèle à Taxe des t. Si on opère là-dessus 
comme on l’a fait pour (2), c’est-à-dire en la différentiant 
par rapport à to, on trouve : 

1 /’•* - - 0A\ 


v/r= - (t - 


r 



272 


PROBLÈME EXTÉRIEUR 


On voit que cette dernière expression admet la singula- 
rité r = o; mais un tel fait n'est aucunement anormal dans 
le cas actuel, en raison de la susdite indétermination néces- 
saire de Texpression de l^jeolution. 

La détermination de quantités analogues pour l’équation 
hyperbolique générale dépendrait de l’étude générale des 
singularités de cette espèce (algébrico-logarithmiques sur un 
conoïde caractéristique et logarithmiques sur une autre va- 
riété) (0. 

128. Retour sur les potentiels de surtace généralisés. — 

Revenons au problème intérieur, mais en supposant encore 
que S n’a pas partout une orientation d’espace. Les expres- 


sions 


(56) 

SS 

(57) 

^ A <1^ JC, 


se comportent encore comme des potentiels de surface de 
couches simples ou doubles, ainsi qu’au numéro 118, mais 
avec des caractères quelque peu différents. Le domaine d’in- 
tégration pour un potentiel de surface ordinaire s’étend à 
toute la surface, indépendamment de la position du point a 
pour lequel on calcule le potentiel. Dans le cas du nu- 
méro 118, l’aire d’intégration So devient infinitésimale 
quand a approche de S. Dans le cas actuel, Sq se conduit 
d’une manière intermédiaire : si on prend, par exemple, 
l’équation (ca), S contenant un plan parallèle à l’axe des t, 
So est l’intérieur d’une branche d’hyperbole, l’intersection 
du plan avec une nappe du cône de révolution (fig. 21), et, 
quand a arrive sur le plan, l’hyperbole se réduit à ses 
asymptotes et Sq à l’espace angulaire compris entre elles. 

Gomme il arrive dans la théorie ordinaire des poten- 
tiels, les expressions (56) et (57) continuent à avoir un sens 


(1) Les indications de notre mémoire des Acta Mathematica, t. XXXI 
(p. 367) sont erronées sur ce. point. 
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quand a est sur S. On p^ut le voir (^) en ce qui concerne (5()), 
en opérant comme au numéro 104, c’est-à-dire en rappor- 
tant S à des lignes (A) issues de a, chacune d’elles étant 
caractérisée par les valeurs de m — 2 paramètres A,, A2, 
A„,_2, un de ses points étant défini par (^) un (m — 1)® para- 
mètre s. Le facteur 5”*““* du dénominateur sera détruit ])ar 
un facteur semblable qui figure dans l’expression de l’élé- 
ment superficiel de S, de sorte que tout se passe comme au 



numéro 104. De plus, la convergence est uniforme par 
rapport à la position de a sur S ou au dehors de S, de 
sorte que l’expression (50) reste continue. 

Dans (57), le dénominateur contient en facteur; mais 
(comme pour le potentiel ordinaire de double couche) un 
facteur supplémentaire s apparaît au dénominateur à cause 
dr 

de la présence de ~^;car c>ette dernière quantité serait 

nulle (11° 58) en un point quelconque x de S, si la direc- 
tion V était transversale à la gcodésique ax, et tel est ap- 
proximativement le cas quand x, variant sur S, approche 


(1) Dans ce numéro, les raisonnements sont abrégés. Le lecteur les com- 
plétera aisément en combinant les méthodes précédentes avec celles bien 
connues de la théorie classique des potentiels. 

(2) On peut admettre que les expressions des x sur (X) sont tangen- 
tes aux expressions correspondantes sur la géodésique qui touche X en a, 
de .sorte que des points pris respectivement sur les deux courbes avec 
la môme valeur de s sont à une distance mutuelle de l’ordre de s^. 


Hadamakd. 


18 
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de a, puisque v est transversale à la ligne coordonnée (A.) 
qui passe par x et qui fait avec la géodésique un angle infi- 
nitésâmal de Tordre de s. 

Quand a est près d'un point P de S, mais en dehors de 

S, le facteur n’est plus infinitésimal pour des points 

X avoisinant P, de sorte que la convergence de (57) n’est 
plus uniforme et que cette intégrale est discontinue. 

Examinons son mode de discontinuité. 

Dans ce but, admettons d’abord que S est un lieu de géo- 
désiques issues de P [dont les directions initiales sont natu- 
rellement toutes dans le même plan à (m — 2) dimensions, 
de sorte que S soit régulière], et considérons une fonction 
quelconque u, coïncidant avec la fonction donnée sur S, 
mais définie et régulière en dehors de S : soit f = &* (u). Si 
c’est nécessaire, associons à S une autre portion de surface 
S' (surface d’espace) de manière à enclore, avec un des demi- 
conoïdes, une portion d’espace T, comme dans les figures 18 
et 18 bis. On appliquera notre formule à un tel domaine, 
en plaçant successivement le point a d’un côté de S, de 
l’autre côté, et en P. Dans le premier cas, la somme des 
intégrales SSS '^t SS est égale à — 2;rita, dans le second 
cas à zéro. Dans le cas intermédiaire de a en P, l’intégrale 
(38) (voir n° 405) est étendue à des diiections initiales com- 
prises entre le cône caractéristique et le plan tangent à S. 
On est, par conséquent, conduit à la partie finie de la moi- 
tiée du volume d’un hyperboloïde à deux nappes (n® 100), 
égale à — ttuv. La discontinuité de la somme algébrique 
d’intégrales considérée est ainsi, comme dans la théorie 
classique, exactement divisée en deux parties égales par la 
valeur qu’elle prend quand a est sur S. 

D’un autre côté, cette discontinuité ne porte que sur l’in- 
tégrale (57) relative à S : car les intégrales relatives à S' 
sont évidemment continues, et les autres intégrales conver- 
gent uniformément. 

11 ne reste plus qu’à se débarrasser de l’hypothèse que 
S est un lieu de géodésiques. C’est ce qu’on fait en considé- 
rant les géodésiques tangentes à S en P, qui engendrent 
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une seconde surface S, Si on soustrait les uns des autres 
les potentiels (57) relatifs à ces deux surfaces et au même 
point a, la différence est une intégrale qui converge unifor- 
mément (0 par rapport à la position de a. Par conséquent, 
la conclusion s’étend à toute forme régulière de S. 


(1) On utilise la remarque de la note précédente. La distance comprise 
entre points correspondants sur S et ^ étant du second ordre et Tangle 
entre leurs plans tangents étant infinitésimal, il est facile de voir, comme 

dl' 

pour les potentiels ordinaires, que la' différence des valeurs de — en ces 

dv 

points est de l’ordre de Quant aux valeurs de u, on peut les suppo- 
ser les mômes aux points correspondants. 



CHAPITRE IV 


APPUCATIONS A QUELQUES ÉQUATIONS USUELLES 


129. , Nous allons donner quelques exemples simples du 
calcul de nos formules. Le premier qui se présente est 
l’équation des ondes cylindriques (ca) : prenons-la avec 
second membre et avec w — 1. La solution élémentaire est 
(^ 0 ) 2 /o> h 6 t X, y, t étant les coordonnées de a et de x) 

V = r = ~ ty — (xq — xY — (î/o — yY 

et, comme L = o dans ce cas, la formule générale de réso- 
lution du problème de Cauchy sera : 

(58) 2ïï-Ua “ 27ru(Xo, î/o, ^)) 


A -L. 

dv VT 


Le second terme sous le signe J*j est le seul qu’il soit 


besoin de transformer pour ne pas introduire autre chose 
que les symboles ordinaires de l’analyse. On a donné au nu- 
méro 108 une première méthode générale dans ce but. En 
introduisant 


r “ {x — x^y -f- {y — 


et l’angle azimutal 9 ?, les coordonnées d’un point quelconque 
du demi-conoïde de sommet a seront : 

x~XQ-\-reo^^, y — -f- r sin 97 , er, 
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e désignant -f- 1 si le demi-conoïdo utile (ou inverse) est di- 
rigé vers les t décroissants (cas de /o > o quand S est le 
plan t = o) et — 1 dans le cas contraire. Alors on aura 

1 dP 

1^1 1^2 (y I/o)) P 3 ^ ^ 0 ) 

la quantité à intégrer, dans le second membre de la for- 
mule (42) du numéro 108, sera 


K 

K 

K 

dx^ 

dx2 

dxj 

ÔA 

ôA 

dA 

àp. 

d^2 



uv = uvrdcf, 


I 2 I 

et rexpression (58) deviendra (notations du n° 108) : 

<5* 2~ ... = /// 

( //, (tt “ “ ■* vî') /..i 7r '*’ )■ 


130. Cette formule est générale pour n’importe quelle 
forme de S. Mais on lui donne une forme meilleure pour le 
calcul pratique par l’emploi de nos règles générales rela- 
tives au symbole | (V. en particulier le n° 84). C’est ce 

que nous ferons en nous bornant aux deux sortes de sur- 
faces S qui ont été principalement considérées. 

Si, pour commencer, S est le plan / = o, on aura 

dS = dx dy = r dr dv. 

La transversale v coïncidera (au sens près) avec la normale 
intérieure, de sorte que : ^ et : 

^ dv at dv is/V .p i. 
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quel quo soit le signe ûe U. Le second terme (soustractif) 

sous le signe de (58) s’écrira 


/N 


urdr 




A' 
r^) 2 


Gomme on Ta expliqué précédemment, on a 
urdr (u^ 


/!'■ 


— r^) ’ 


T = f' 

T » 


«o“ 


u)rdr 

T 

- r®) 2 


U 

Tü 


où U représente la valeur de u — h l’extrémité du rayon 
correspondant, soit 

U ~ tt,(Xo -h |G| cos 2/o *+* |^o| sin cp), 
et on a finalement : 


(60) 


y^, f,) = 



fdxdydt 
■ x/T 


-f- 




r‘2 


rdrd^p -f- 



L’ intervention de |Gh en donnant deux expressions dif- 
férentes suivant le signe de ^o, concorde avec nos remarques 
du numéro 118 concernant la discontinuité des SS em- 
ployés dans la formule générale (^). 

On vérifie aussi les conclusio-ns du numéro 112 sur le signe 
de l’intégrale résiduelle en admettant que, dans (60), Uq est 
positif pour r plus petit qu’une certaine valeur < |/ol et 
nul pouj* r > ri (de sorte que 17 = o), et que f == Ui = o. 


(1) La diacontittuité apparaît aussi en ce qui concerne le signe de Wj : 

comme il est dit au numéro 118, on ne doit pas oublier que u = e 

et, par conséquent, change de signe au moment où le point a traverse le 
plan f = 0 . 
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131. En second lieu, on admettra que S consiste en une 
portion S' (finie ou, comme dans la figure 19, illimitée) du 
plan t ~ 0 et en une partie cylin- 
drique S" ayant le contour o- de S' 
comme section droite. De plus, nous 
donnerons à to une vaîeur telle que 
le demi-conoïde de sommet u ne 
coupe que S" et non S' (fig. 22) 
telles sont, comme on l’a dit numéro 
126, les conditions dans lesquelles 
M. Volterra a opéré pour démontrer 
le principe de Huygens [sous sa forme (G)] pour (e^). 

L’intégrale triple et l’intégrale double sur S' seront 

IJL 7F + /X 

aucun signe ( n’étant cette fois nécessaire. Sur S", la 
transversale [en raison de ACtti, tt^) < o] sera opposée k 
la normale intérieure n (qui est parallèle à la normale au 
contour o- dirigée vers l’iintérieur de S'), ce qui donne 
{do- étant l’élément d’arc de cr) : 




Seul le premier terme demande a être transformé. On Tin- 
tègre d’abord par rapport à f, le long du segment l de la 
génératrice correspondante du cylindre compris dans T, 
c’est-à-dire de t — o k t = — sr, en remplaçant u par 

(u — m) -f- w, où 

u = M(ar, y, «o — 


est la valeur de u à l’intersection de la génératrice avec la 
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nappe conoïdale. Or (pour n'importe quel signe de to) 




dt 

[(t - hr - r^JT 



dt' 

3 

— r=^)T 


1 IM 


de sorte que la valeur de 2îrUa est la somme de (61) et de 


( 61 ') 



{u — u)t 


dr 

dn 


3 

rT 


1 du 


dcr dt 


U dr dcr 

r dn — r* 


L’intégrale simple doit être considérée comme étant prise 
le long de la courbe d’intersection de S" avec T, quoique 
dcr et r se rapportent à la base o- du cylindre. 


132, On appliquera un calcul semblable à l’équation des 
ondes cylindriques amorties 


â^u ô^u â^u 

ât^ âx^ ây^ ^ 


étudiée par M. Coulon, ainsi qu’il a déjà été dit. La solution 
élémentaire est 


« = Ghv^ 


(avec la même valeur de T, Ch étant un cosinus hyperbo- 
lique qui prend la valeur 1 sur la circonférence r = |to|) et 
on aurait : 






chyirr 

VT 


1 dr / 

2 dv V 


Ch VKT v'K Sh VKT 


r s 


)“] 


dS. 
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La transformation du numéro 129 donnera 




lim I P r r Ch y/KF 

r' — O \ t/c/si L 


dV 

dv 


Ch >/Kr v'K Sh 

JL r 

r 2 • 




“] 


dS 


[où Si et (r') ont encore la même signification qu’au n° 108] , 
l’intégrale simple complémentaire étant exactement la 
même que dans (59) (avec la même valeur de v, puisque la 
substitution de 1 à Ch\/Kr au numérateur de v est indiffé- 
rente pour r infinitésimal). La transformation du numéro 
130, en prenant pour S le plan t — o, donnera 




//[ 


Ch VKT" 
v/r 

Ch vTiT — 1 


v/K Sh ^/KT 


■•!// 


■pr 

(u — u)rdrdcp 

3 

r"3 


”] 


r dr d'^ 


J ud^. 


La simplicité de ce résultat, comparée avec les difficultés 
que, comme nous l’avons dit, M. Coulon a rencontrées, et 
avec la complication de l’expression (12) (n*" 79) qu’il 
aurait dû intrcxiuire pour imiter les calculs de M. Volterra, 
nous semble suffisante pour montrer l’intérêt qu’il y a à 
éviter une méthode consistant, en somme, à intégrer pour 
différentier ensuite à nouveau 
Si l’équation avait un second membre /, il faudrait ajou- 
ter un terme correspondant 



/ Ch y/ÏÏF 
VT 


dx dy dt ; 


on pourrait aussi aisément traiter de la même manière 
qu’au numéro 131 le cas de S cylindrique. 
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133. Prenons de nouveau l’équation (ordinaire) des on- 
des, mais avec deux variables de plus, soit : 

ô^u ( d'u d“u â^u â^u \ 

^ dx7 / ■” ' 

La solution élémentaire sera 

1 1 

3 3 ^ 

r [(fo - tr - r^] T 

r représentant, naturellement, \/(Xi — a^y -f- .... + — 04 )^ 

et, avec nos notations, la solution du problème de Cauchy, 
j)ar rapport h t ~ o, sera donnée par 



Dans l’intégrale d’espace (c’est-à-dire quintuple) et dans 
l’intégrale de surface contenant Ui, on introduira les valeurs 
/, Ui de / et de Wi au point où une perpendiculaire à l’axe 
du cône caractéiûstique menée par un point quelconque 
(Xj, t) rencontre la surface de ce cône. 

Si on désigne par «i, a^, a^, o les cosinus directeurs 
d’une direction parallèle à t = o, telle que 



«1^ -4- «a* 4- a,* -+- ay = 1, 

/ représentera : 

/ [Oj -h tti 1^0 — «a 4- «2 1^0 — <|» ««4~a, |to — i|, 

O 4 4- «i 1^0 — <|. <]• 
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Gomme l’intégrale contenant Wo introduit 
1 _ 1 
rf 0^2 _ ^2) Y 

on devra se servir non seulement de u, mais aussi de va- 

1 ôu 

leur de la dérivée radiale u = en un point quel- 

conque de l’arête r = |^o| le long de laquelle le cône carac- 
téristique coupe t = o. Si on désigne par dO. un élément 
d’angle solide de l’espace à quatre dimensions (Xj, Xg, Xg, 
x,j), la formule sera : 

4;r'u. = - SSS <^^4 àt 

rT 


SS [a I I + 


r 2- 

(Ui — M^) 

3 

rT 


2 [/h. 


-r^l *1 

t| dt 3 / d-1 ■+" S ^l^ol )dQ> J 

4-2 8 udQ, 


dx. 


chacun de ces termes ayant maintenant une signification au 
sens ordinaire si / et Ui ont des dérivées jusqu’au premier 
ordre et Uo jusqu’au second ordre. 

Naturellement, on n’aurait aucune difficulté à écrire la 
formule analogue dans le cas où on aurait un terme d’amor- 
tissement de la forme Kw. 




LIVRE IV 


LES ÉQUATIONS A UN NOMBRE PAIR 
DE VARIABLES INDÉPENDANTES 
ET LA MÉTHODE DE [DESCENTE 




CHAPITRE PREMIER 


INTÉGRATION DE L’ÉQÜATION A 2m, VARIABLES 


I. — Formules résolvantes. 

134. Les premiers cas pour lesquels la solution du pro- 
blème de Cauchy a été connue en Analyse n’appartiennent 
pas, comme on Fa vu, à la classe dont nous venons de nous 
occup^er : les méthodes de Riemann et de Kirchhoff corres- 
pondent respectivement à m = 2 et m = 4. 

Nous constaterons que, dans de tels cas, des singula- 
rités telles qu’on en a rencontrées dans le précédent Livre 
ne se présentent plus, toute intégrale généralisée étant 
même éliminée. C’est ce qui explique pourquoi les solu- 
tions dont on vient de parler ont été trouvées les premières. 

Néanmoins, dans le cas général, les valeurs paires de m 
doivent être considérées comme apportant de nouvelles 
difficultés. Les méthodes précédentes ne sont plus valables, 
et cela pour deux raisons : 

La solution élémentaire n’est plus bien déterminée 
(n° 65). 

2® On ne peut plus introduire la partie finie des intégrales 
qu’on est conduit à utiliser, car l’exposant — ou y 

avec lequel T apparaît au dénominateur de la solution élé- 
mentaire ou de ses dérivées, est un entier. 

Il s’ensuivra d’ailleurs de la forme même des expressions 
auxquelles nous aboutirons, qu’elles ne pourraient pas 
avoir été obtenues par simple imitation de notre première 
méthode. 
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Mais comme nous savons maintenant traiter le cas de 
2mi -f- 1 variables indépendantes, nous sommes conduits 
à atteindre le même résultat quand le nombre des variables 
est 2mi en employant la méthode de descente (n° 30). La 
solution de l’équation 


(E) 


i, fc = I 


â'u 

âxiâx}, 


m 



i=l 


= f(x,,x.^, .... Xj , 


m étant égal à se déduira de la solution correspon- 

dante pour l’équation à H- 1 variables 

dhi 

(E') (u) ™ fp (u) — — / , a:,, . . . . xJ , 


en désignant par z une (m -h variable auxiliaire. 

Si, comme on l’a supposé dans ce qui précède, la forme 
caractéristique 

A(P„ P3, PJ = SA,, PA 

de (E) contient un carré positif et (m — 1) carrés négatifs, 
la forme correspondante 

A'(P„ P„„ R) -- A — 

relative à (E') consistera en un carré positif et m carrés 
négatifs. On a déjà vu que la quantité r' analogue à T et 
relative à (E'), est 

~ iz~c)\ 

en désignant par (xi, X 2 , Xm, z) et («i, Ug, ...., flm, c) 
deux points de l’espace à (m -h 1) dimensions. On a éga- 
lement trouvé, au n® 70, quelles relations existent entre les 
solutions élémentaires des deux équations : on a vu que 
les coefficients des puissances successives de T, dans l’une 
d’entre elles, diffèrent par des facteurs numériques des 
coefficients des puissances correspondantes de T' dans 
l’autre. 
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En considérant ks équations adjointes 


((S) (ü) = O 


de (E) et de (E'), les formules du n® 70 expriment que, si 


n ^ 1 i 

P' 2 


est la solution élémentaire de (S'), avec 


( 1 ) 





la solution élémentaire de (S) sera 
(2) l) = — V log r 4- tü 


(w étant une fonction régulière); et, si on utilise les coeffi- 
cients Gn du n° 95, les formules (62) et (62 ter) du n'’ 70, 
appliquées à l’équation adjointe, peuvent s’écrire : 


(3) 


(rn, — 1) C, 


..-.2 


(rui 


■ 1) Gm,-i 


V/ r' 


■h~i 


(30 'V - (»». - 1) c„__. V,/ r—.-‘ 

h = m —l 

oo 

= (m, - 1 ) r‘. 

k = O 

Or, ceci peut s'obtenir directement en opérant sur v (ou 
plutôt sur la quantité semblable 

V' 

(«>') - — — ^r3T 


Haoamaed. 


19 
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qui se rapporte à r' < o) comme on Ta vu au n° 73. On 
forme l’expression [également solution de (<S')] 

(4) I /* ' (v') de = 

(où Cl est une constante); ceci (en changeant c en s -4- c' 
sous le signe peut s’écrire 



Wi = I (v')dc'' étant une fonction régulière; le premier 

terme, qui est indépendant de s, est (à un facteur numé- 
rique près) la partie irrégulière (^) de la solution élémen- 
taire V de (S). Car en substituant (1) pour V', l’intégrale 
de chaque terme sera donnée par les calculs du n” 95 
[formules (28), (28') de ce numéro] et ceux-ci donnent 
précisément comme résultat une quantité de la forme 
désirée. 

De plus, on obtient de nouveau les valeurs des coefficients 
de l’expression (3), qui deviennent naturellement identiques 
h celles du Livre II (n° 70) si on multiplie l’expression (4') 
par le facteur constant 

(5) (— — 1) = (— k. 

Le cas de m = 2 est spécial. L’expression (4') n’exige pas 
l’emploi du symbole j et a la valeur 

(6) ^y* (— 1 )'“ (c'» — r)'*-t de' 

= --1 iogr.2c,.V',r‘ + «^. 

(I) La différence (4/) est une solution de (<^0 et, le second terme étant 
holomorphe, on a : 



La valeur commune des deux membres est une fonction holomorphe 
(comme on Je voit sur sa seconde expression), ei indépendante de z 
(d’après le premier membre). Par conséquent, comme on l'a remarqué, 
il existe une fonction le de x^, .... x^ seulement, telle que 
g (te) = 




INTÉGRATION DE l’ÉQUATION A 2171^ VARIABLES 291 


Par conséquent, il n’existe pas de quantité V, mais seu- 
lement une quantité V (égale à qui n’est autre, 

comme on l’a déjè dit, que la fonction de Riemann 

^multipliée par le facteur constant le nombre k 

étant égal à 2 (0- 

135. Une fois ceci admis, pour obtenir une solution de 
réquation (E) remplissant, sur la multiplicité S, les condi- 
tions données, on considérera, dans l’espace à (m -4- 1) 
dimensions Em+i défini par les coordonnées (o^i, ... x,,,, s), 

la multiplicité S' (hypercyîindre) dont la projection est S 
(fig. 23) (^), c’est-à-dire celle qui est obtenue en prenant 
successivement pour Xy, x^^ ...., Xm les coordonnées d’un 
point quelconque de S et pour z toutes les valeurs réelles 
possibles. Si S a une orientation d’espace par rapport à T, 
S' aura une orientation d’espace par rapport à F'. 

Comme on aura à considérer des intégrales multiples à 
la fois dans l’espace Em à m dimensions et dans l’espace 
Em+i à (m H- 1) dimensions, on modifiera la notation em- 
ployée au n° 38 de la manière suivante : on gardera les 
symboles SS SSS 'P<^ur E,„; d’autre part une intégrale 
de surface (c’est-à-dire une intégrale prise sur une variété 
m fois étendue, laquelle sera toujours un hypercyîindre) 
dans Em+i sera désignée par SS /*» intégrale de volume 

[c’est-à-dire une intégrale (m + dans E^+i, par 

SSS/. 

Une solution u de l’équation (E) étant définie pai’ la double 
condition : 

d’avoir en chaque point (Xy, Xa, ...., Xm, z) de S' la valeur 
que U doit avoir au point correspondant (Xi, Xa, Xm) 
de S; 

d’avoir comme dérivée transversale (*) au point 


(1) Ceci n’est pas en eccord avec (5) : Je facteur (m^ — 1), qui devrait 
être nul, est remplacé par 1, comme on l’a fait plusieurs fois au Livre II. 

(2) La figure 23, correspondant à m =: 2, peut être employée comme 
figure schématique dans le cas général. 

(3) D’après l’expression de la forme A' (n® précédent), la direction trans- 
versale à l’hypercylindre S' en un quelconque dé ses points est parallèle 
à la transversale à S au point correspondant. 
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(xi, Xij Xm, z) la valeur donnée de Xi, x^, Xm), 
on sait (n° 30) que oette solution sera unique, indépen- 
dante de s et vérifiera (E). Par conséquent, une telle solu- 
tion sera solution du problème donné et réciproquement. 

La fonction u sera donnée par la formule (39) (n° 105), 
savoir (dans la nouvelle notation) 

(F) (- D”! - SSS fy fdx, .... dx^dz 


où T désigne la portion d’espace à (m -f- 1) dimensions 
comprise entre S' et T'; Su' (fig. 23), la portion correspon- 
dante de S';etm — 2mi. 

136. Strictement, on 
peut dire qu’on a ainsi 
résolu le problème ; 
mais, en rappelant un 
célèbre mot de Poin- 
caré (^), il faut recon- 
naître qu’il est assez 
<( insuffisamment réso- 
lu », car la solution 
précédente contient des 
éléments étrangers — 
l’espace Em+i, la varia- 
ble auxiliaire z et tout 
ee qui leur est relatif; 
— et il y a évidemment 
lieu de la transformer 
pour la débarrasser de ces éléments étrangers. 

Géométriquement, la relation entre les figures tracées 
dans Em et dans Em+i est la suivante. 


(1) (( Il n’y a plus des problèmes résolus et d’autres qui ne le sont pas : 
il y a, seulement des problèmes plus ou moins résolus ». Poincaré, confé- 
rence au IVe Congrès des Mathématiciens, Rome, 1908; Atti del IV 
congresso intern. dei Matematici, t. I, p. 175. 
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T' se projette sur l'espace Em à m dimensions suivant la 
région T comprise entre S et T : ce qui veut dire que, si 
le point (xj, Xz, Xm, z) appartient à T', le point 
(xi, Xz, Xv) appartient à T, et que réciproquement, 
tout point de T est la projection commune d'une infinité 
de points de T', savoir de tous ceux dont les 2 sont compris 
entre — \/r et -f- (en supposant que la (m 4- i)® 
coordonnée de a est nulle). 

De la même façon, So' se projette sur Em en So, chaque 
point de So étant la projection d’une infinité de points de So', 
ayant leurs 3 compris entre — v^r et 4- v^r. 

137. Ceci noté, nous allons entreprendre la transforma- 
tion de la formule (7). 

Prenons, par exemple, le premier terme du second mem- 
bre, qui est un SSS étendu à T'. 

Notre méthode consistera à intégrer d'abord par rap- 
port à 

Pour m = 2, v' étant d'un infini d’ordre | seulement, 
cela ne soulève aucune objection. Mais pour des valeurs 
supérieures à 2 de l’entier pair rn, on n'a pas le droit d’agir 
ainsi dans tout le domaine d’intégration, car les projetantes 
de T' sur T coupent la surface singulière T' sous un angle 
qui devient infiniment petit au voisinage de T. Nous aurons, 
par conséquent, à diviser le domaine T en deux parties 
1\ et Ta — la seconde contenant le voisinage du conoïde — 
par une frontière auxiliaire r (qui tendra finalement vers T). 

Dans la portion ï/ de ï' qui se projette suivant Ti (et 
dont la frontière est constituée par T' et par un cylindre r 
de base t), les intégrations par rapport à z sont légitimes, 
de sorte que le SSS J correspondant s'obtiendra en 
intégrant m fois, sur T,, l'intégrale simple 

/• 
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Si l€ facteur de / est intégré terme à terme (^), soit : 


sv.-/ 




dz 




on voit que chaque terme dépend des opérations du n° 96. 

Ceci montre que : 

1® Tous les termes correspondant à h plus petit que 
7ni — 1 disparaissent; 

2 "* Les termes suivants {h variant de rui — l à ex) don- 
nent un résultat égal au produit de 27t par le coefficient 
du logarithme dans l’intégrale (4') au facteur ( — 1 )"^, près, 
. 1 

savoir v V. 

k 

Par conséquent, dans ce premier terme, la quantité infinie 
sur le conoïde, qui apparaît sous le signe SSS dans les 
formules relatives au cas de ni impair, est déjà remplacée 
par la quantité parfaitement régulière V. 

Pour m = 2, la transformation est ainsi opérée. 


438. Dans T 2 (pour rn > 2 ) cette méthode n'est plus vala- 
ble, et on va voir que le résultat est très différent de ce 
qu’elle suggérerait. Les lignes d'intégration étant assu- 
jetties à la condition de rencontrer T' sous un angle fini, 
on va considérer maintenant un système de coui^bes Z, dont 
chacune joindra un point de T (défini par des coordonnées 
A, Âa-i) à un point de r, et les lignes qui en 
dérivent par translation dans un plan z “ const. quel- 
conque. Un point de Ta sera piar conséquent défini par les 
valeurs de ^1, ^2, ••••, Au-i et de T, cette quantité variant, 
sur chaque ligne /, de zéro à une quantité y, très petite si r 
est très voisin de T. 

Soit 

(8) dx^ dx^ .... dx^ — dp^ .... d^rn-i dU = dr^dV 
l’expression d'un élément de T 3 . 


( 1 ) 11 ne 80 produit, quant à la convergence, aucune difficulté, de par 
la présence du symbole | ; car ce dernier n'intervient que pour un nom- 

bre fini de termes do la somme. 
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Si Ta' est la partie de T' projetée suivant Ta, un point 
de IV sera défini par les coordonnées ^ 2 , ••••, Pm-i, T, z. 

Intégrons d’abord suivant les courbes l, c’^est-à-dire en 
laissant constants ^ 1 , ^ 2 , s. Nous ferons ensuite 

varier z, et enfin fii, ^ 2 , ••••» Pm-i- 

Gomme la frontière de Ta' autre que r' (c’est-à-dire le 
cylindre) n’est pas un lieu de courbes G de sorte que les 
segments de courbes l compris dans T'a deviennent infini- 
ment petits dans le voisinage de l’intersection du cylindre 
avec r', on appliquera les principes du 
Livre III, n° 90 : on devra prendre la 
partie finie de chaque intégrale simple 
le long d’une courbe l et, en intégrant 
ceci par rapport à z, on prendra de nou- 
veau la partie finie du résultat. Ceci 
donne l’intégrale double dans la sec- 
tion C 2 (fig. 24) de T'a par un plan à 
deux dimensions quelconque 

= coiist., 

1^2 = const., 

~ const. : 



intégrale qui reste finie (comme cela est 
évident a priori et comme on va le vérifier) quand les 
paramètres /?w-i varient, et dont l’intégration par 

rapport à ces paramètres se fera au sens classique. 

On peut remarquer immédiatement que les termes corres- 
pondant h h > rrii — 1 du développement (1) de V' donnent 
seulement des intégrales finies au sens ordinaire, qui 
deviennent infiniment petites quand y tend vers zéro. 
On les négligera donc, et on n’aura à s’occuper que d’un 
nombre fini, savoir nii — 1, de termes de ce dévelop- 
pement. 

Pour m = 2, on a déjà remarqué que ces termes n’exis- 
tent pas. Pour m “ 4, c’est-à-dire rrii == 2, on en a seu- 
lement un, savoir Vo', qu’il faut diviser par (F — et 
intégrer par rapport aux ^3, à F et à z après l’avoir multiplié 
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par K/. En écrivant K/ Vo' = Fo, l’intégrale par rapport à T 
est (moyennant une intégration par parties) : 



F,dr 

(r— 22 )t 



F. 


v^r— 2^ 



àK 

âV 


dV 


L’intégrale qui subsiste au second membre est une inté- 
grale ordinaire, qui tend vers zéro avec y — z^. En dehors 

du signe J , on a un terme qui est un infini fractionnaire 

dans le voisinage de la limite inférieure y — : on doit 

donc supprimer cet infini fractionnaire et ne conserver 
2F 

que le terme —r- 
^/y — 

Ce dernier est facile à intégrer par rapport à z, et donne 
— SttFo. 

De même, pour tout mi et h < rrii — 1, écrivons 

KfYn = Fn. 


En prenant Fiiitégrale correspondante sur nous 
éliminerons facilement le symbole | : car, puisque 

1 

(P — 


^ ^ ^ ft— 1 





on a, par une formule classique. 


/ 


F.dr 


æ—z^) 


>2\ 771 —h— —J 




3 

2 


/ 


dT 

Vr'^7' 




f- R^. 


(9) 
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1„) K = I 

‘ 13 / , 3 \ dr-.-»-* Vr— 2^' 

1 1 

13 / , 3 \ vr — 2=* dr".-'*-^ 

2 • 2 ■ 2) 

^ -F, 1 

/i_4 (r-2=')”-‘-î 

1 2 


1 i 

2 ’ 2 



1 

3 j * 


Le premier term-e du second membre de (9) donne une 
intégrale ordinaire qui s’annule avec y et peut être négligée. 
D’un autre côté, la valeur Rt»' de Rti au voisinage du 
contour V = est un infini fractionnaire et doit être sup- 
primée (en fait, tout au moins pour 5 arbitraire, elle 
représente ici le seul infini frac lion nuire qu’on ait à écarter 
en vertu de la définition de la notation j ) Tout ceci 
réduit la partie finie de l’intégrale simple (9) à la valeur 
de à l’autre extrémité T ” y de l’intervalle d’inté- 

gration, soit 

V = — 3 — 

rn, - h — ~ (y - 2 =)’» -'-3/2 

1 i 

1 3 / , 3 \ Jy~-~^ dy^r^-'^ 

Y- Y ' • "-2/ 

qu’il nous faut maintenant intégrer par rapport à z, depuis 
— jusqu’à -+- \/ÿ, en prenant la partie finie du résultat. 
Or, la valeur de l’intégrale 


( 11 ) 


/_ 


■ /T 


dz 

(y — 


a été trouvée (Livre III, n° 96) nulle pour chaque n positif. 
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Par conséquent, le seul terme qu'on ait à considérer est 
le dernier, qui donne : 





dy^ 


On a à prendre la dérivée ci-dessus pour T = y. Mais 
finalement on doit faire tendre y vers zéro. On prend donc 
la dérivée en question pour y = o, et oeci donne la limite 
demandée. 

Il reste seulement, en prenant pour h toutes les valeurs 
depuis zéro jusqu’à rrii — 2, à obtenir la somme des résul- 
tats. On va voir que ceci se l'elie directement à la valeur 
du polynôme (3) : car la dérivée (mi — h — 2)® de F pour 
r = o peut être considérée (en raison de la formule clas- 
S)ique de Leibnitz pour la dérivée d’un produit) comme 
étant la dérivée (mx — 2)® de multipliée par 

(m^ — h — 2)1 

■ (m,~2)I ' 


Ainsi, en introduisant de nouveau les coefficients G et en 
tenant compte de (3), on a (*) : 


(12) 


lim \ fP v'dVdz 

JJ (r — 


TT 

(m,~2)! 



(rrii — h — l)Gmi 



Il . 1 / d”*r^K/V \ 

k (mi — 2)! \ dy^i-^ 


139 , Nous venons d’appliquer le résultat général du n® 90 ; 
mais, dans le cas présent, il est facile de vérifier directement 
que les choses se passent bien comme on l’a démontré à l’endroit 
cité. Car, en se référant à la définition de | — telle qu’elle est 


( 1 ) Quand / est . supposé analytique, on peut obtenir la môme formule 
en 80 servant des développements de Maclaurin, comme nous l'avons fait 
dans les Acta Mathematica, t. XXXI. 
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donnée aux nos 88, 89, on aurait à limiter Tj' par P' = e (ligne 
pointillée de la fig. 24) et à prendre la limite des S SS corres- 
pondants après soustraction des infinis fractionnaires en e. Or, 
on voit immédiatement, par (10), que la valeur de R^' (pour 
r — ^2 -j_ e) est un tel infini fractionnaire; il en est de même pour 
le reste d’une quelconque des intégrales (11), quand on limite le 
segment d’intégration h z = — -}- £ et ~ -f- — g, 

ceci démontrant — comme cela a été fait, au n° 90, pour le cas 
général — que le procédé d’intégrations successives, en employant 
chaque fois le symbole p, donne correctement la valeur de l’inté- 
grale double relative à F et à z. 


140. Enfin, intégrons par rapport a ^i, 1^2, •••, Sur 
la multiplicité r définie par Féquation T = y, où y est une 
constante que^lconque, le produit Kd/^i dft .... 
donne un élément qu’en raison de l’expression (8), nous 


avions auparavant désigné par dry 
L’intégrale 



(13) 1, = SS /V dr, = SS K/ d/3, dp,.... d^„_, 


sera une fonction de y, qui peut être différentiée par rap- 
port à y en différentiant K/V sous le signe SS et en inté- 
grant par rapport aux /3. 

Par conséquent, la quantité cherchée sera obtenue comme 
propotrtionnelle au coefficient de y"h“^ dans le développe- 
ment de ly, ou, en d’autres termes [en raison de (12)], elle 
est égale à (^) 

, ^ 2;r 1 

Elle contiendra, comme on le voit, les dérivées de / et 
celles de V*jusqu’à l’ordre nii — 2. Cette fonction V n’est 
que partiellement déterminée, les termes qui contiennent 
P”^~^ en facteur étant arbitraires; mais de tels termes n’ont 
pas d’influence sur rexpression (14). 


(1) Il faut ici tenir compte du signe devant le premier terme de (7). 
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La partie de ki valeur de iia correspondant au terme 

— SSS J* 1 

consiste alors en T intégrale 

(140 ^ SSS / dx^ .... 

étendue à rintérieui* de ï, et en l’expression (14), intégrale 
(m — l)upie étendue à la surface de T. Ces deux quantités 
ne contiennent pas, cette fois, une fonction infinie quel- 
conque, mais seulement les deux fonctions régulières V 
pour l’une, V pour l’autre. 

441. On doit remarquer, cei>endant (pour m > 2), que, 
pour être d’accord avec le résultat du Livre III, l’expres- 
sion (13) doit d’abord être calculée après limitation de ï — 
et, ]>ar conséquent, de r — par une petite portion de sur- 
face 2 excluant le voisinage de a, puis faisant finalement 
tendre z vers a, avec les hypothèses mentionnées au n® 106, 
ceci étant le procédé indiqué aux n^» 105-106, et dont celui 
dont nous nous occupons n’est qu’une simple traduction. 
11 est évident, pour la même raison, que ce procédé conver- 
gera, et même uniformément comme on l’a dit au n° 106. 

Mais le fait est que cette précaution n’est pas nécessaire. 
On peut obtenir la même valeur finale en étendant immé- 
diatement les SS ^ toute la surface r et en appliquant les 
mi — 2 différentiations au résultat ainsi obtenu. 

Pour le démontrer, il faut montrer que si une telle intégrale 
était étendue à la petite partie de r qui est du même côté de 21 
que Je point a, sa dérivée (nq — 2)® par rapport à y, pour y rrr: o, 
existerait et tendrait vers zéro quand o-n ferait tendre S vers a 
(tout en maintenant les restrictions du n° 106). Il suffit de 
donner cette démonstration pour une loi de variation de S conve- 
nablement choisie, puisque nous savons que le résultat final 
ne dépend pas de cette loi. 

C’est ce qu’on fera en introduisant Q) des variables normales 


(1) Il y aurait lieu de tenir compte de l’influence du changement de 
variables ainsi exécuté. On pourrait voir directement qu’elle se traduirait 
par rintroduction, sous le signe SSS, d’un facteur égal au jacobien 
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telles qu’elles sont définies nu n” 57. Cela réduit F à une forme 
quadratique à coefficients constants, que l’on peut même (par 
une substitution linéaire effectuée sur les £) réduire à 

0 tm Çl ^2 Ç m— 1 ’ 

ce que nous écrirons : 

rrrz t2 _ R, 

en écrivant t au lieu de et R — pour -4- £3^ -f- 
Le conoïde caractéristique de sommet a devient ainsi un hyper- 
cône de révolution ordinaire, et F = 7 représentera une (hyper) 
quadrique déjà considérée au n® 97. 

On peut alors choisir 2) : nous prendrons des plans tels que 
t = const. — e. 

La fonction F ™ V/ sous le signe SSS supposée régulière 
(voir plus bas) (et le restera par le changement de variables, 
qui est régulier); ceci admis, il faut étudier la différentiation de 
l’intégrale 

(15) SS 

où dry est tel que son produit par dy représente l’élément à 
m dimensions .... d^m- Ce dernier sera remplacé par : 

dCt„i-2y 

idL\n-o ayant la même signification qu’au n® 97), ce qui équivaut 
à le rapporter à t, r et à des paramètres angulaires .... cp^^-^; 

et on peut commencer par intégrer par rapport à 9?^, ...., Ÿm- 2 - 
Cela introduira l’intégrale 

$ = s F 

fonction de t et de r et paire par rapport à cette dernière varia- 
ble (0, de sorte qu’on peut la considérer comme étant régulière 


(le la Lraiisloijnalion, quantité régulière qui ne modifie pas, au point de 
vue des raisonnements du texte, les propriétés de la fonction F. Nous 
n’insisterons i)as sur ce côté du calcul, parce que le plus simple, 
pour en traiter, est d’exposer la méthode sous forme entièrement 
invariantive, c’est-à-dire indépendante de tout changement de varia- 
bles, ainsi que nous le ferons dans l’Appendice I. Cette autre forme 
du calcul diffère précisément de celle que nous avons indiquée jus- 
qu’ici par l’introduction convenable, dans toutes les formules, de 
facteurs V |b|, en désignant toujours xrar D le discriminant de H; et l’on 
sait le lien de cette quantité avec le déterminant fonctionnel dont nous 
venons de parler. 

(1) F étant développé par la formule de Taylor suivant les puissances 
des f et, par conséquent, de t et de r avec des coefficients trigonomé- 
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en fonction de t et de R — r-. Au moyen de cette introduction, 
rintégrale de volume sss F •••• relative au vo- 
lume à m dimensions compris entre le conoïde F = o, l’hyper- 
(juadrique I’’ = y et Thyperplan t ~ e, sera exprimée par 

l 'intégrale double 



( 10 ) 


» // 


drdt, 


Taire d’intégration étant limi- 
tée (fig. 25), par les trois li- 
gnes droites r = o, t — £, 
t ~ r et un arc de Thyperbole 

t2 — ^2 „ y 


L’expression (15) est la dé- 
rivée (^) de (16) par rapport 
à y. Comme dr^est le u quolienl » de Télément d’espace à m dimen- 
sions par dy, on doit remplacer drdt par un élément correspon- 
dant dlly de Thyperbole, qui sera le quotient de dû = drdt 
par dy. Ce quotient (voir n® 38) est 


de sorte que 



dt 

IT' 


(150 



£ 

2 


da 


dt. 


Ij3l question, par conséquent, concerne l’intégrale simple 
(17) f ' r™-’ «> rfj = (t, R) R"*. - 

v ' yz J j~ 


■fl 


r ‘I> «. t’ - V) (t* - V) ™ ~ dt, 


triques en tout terme qui est impair en r, quand il est multiplié 
par et intégré par rapport aux correspond à une , intégrale 

prise à l/intérieur d’une hypersphère de rayon r, laquelle est nulle, 
puisque son élément est un monôme en (, impair par rapport à an 
moins l’un d’entre eux. 

(1) Cf. plus loin, n® 147. 
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dont il s’agit de savoir si la dérivée (m^ — 2 )®, pour 7 = 0 , existe 
et est infiniment petite avec e. Or, d’après la règle classique, la 
dérivée première est : 


+("■■- 1) ■‘■J 


VT 

( 

car, R étant égal à 


(f' - y) ' 


dt. 


àR 

"ày' 


est égal à — 1 ). D’un autre côté. 


on n’a écrit aucun terme correspondant h la variabilité de la 
limite inférieure : ce terme est évidemment nul, rn^ étant supposé 
être supérieur à 1 (et même, pour l’instant, à 2). Ainsi, posant 


(18) 


. (t. R) = - [r 

= ~1t 


ÔR 

âr 


.-!)*] 
(«, - I)®]' 


on voit que la dérivée eu question est 

(ir) f (t, t’ — y) («“ - y)”* “ dt. 

«/ \/ÿ~ 


c’est-à-dire analogue à l’expression (17) elle-même, mais en diffé- 
rant par le changement de irij en — 1 . 

La dérivée (trij — 2)® de (17), pour 7 = 0 , est la dérivée 
(rUj — 3)® de (17'). En d’autres termes, si notre conclusion est 
certaine pour une valeur quelconque de rUj, elle est certaine pour 
la suivante. 

Mais, pour nij = 2, on n’a qu’à examiner les valeurs de 
l’intégrale elle-même, savoir : 



^ (f, — 


7 ) »/F~- y dt 


(sans avoir à la différentier) ; et, pour 7 = 0 , cette intégrale se 
réduit (*) à 



^ tdt, 


(1) Pour m = 4 et identiquemeni égal à 1, la première forme 
de (17) devient / 1. rdt , dont on voit immédiatement qu’elle représente 

J y 

la moitié de Taire du segment hyperbolique déterminée par la corde 
t =: e, et par conséquent, pour y =r o, la moitié de Taire du triangle 
entre cetie corde et les asymptotes. 
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quantité qui est plus petite queH — désignant par H une 
valeur maxima de |^|. 

La démonstration est, par conséquent, complète et on voit que 
la dérivée (m, — 2)® de l’expression (15), pour y — o, est, pour e 
infiniment petit, un infiniment petit de l’ordre de e^. 

Au lieu d’employer le symbole on peut remarquer que le 
premier membre de (18) est égal à 3 FidQ„i_2, avec 


F 


1 


[L ^ 

L2 âr 




— 2 opérations semblables (le coefficient, h l’intérieur des 
crochets, décroissant chaque fois d’une unité) conduiront à une 
certaine fonction finale l'm,_2; et la conséquence du raisonnement 
est que la dérivée (rUj — 2)® demandée de ly est 

(19) JdlS 

où, dans on doit faire r l, mais ceci peut s’écrire : 


(19') 


SS F„ _2 dt, 


intégrale qui s’étend à I\. Eu revenant aux coordonnées pri- 
mitives, ceci peut être considéré comme une intégrale étendue 
à r. Sur ce dernier conoïde, les paramètres 9? peuvent être consi- 
dérés comme (m — 2) d’entre ceux que l’on a appelés \ (chaque 
système de valeurs des 9? déterminent une génératrice de Fq, qui 
correspond à une bicaractéristique de F), tandis que t, variable 
normale, peut être considéré comme le paramètre s. 


142. Ayant ainsi transformé le premier terme de (17), 
une évaluation entièrement semblable s’applique évidem- 
ment à l’intégrale 


SS J -h Luv'^ dS' — 



v' (u, -h Luq) dS'., 


On aura, pour cette quantité, la valeur 
- ^ [SSs^ a’ (o, + Lu.) dS 

S. V (u, + Lu.) dtr, 


1 


d» - 


(m, — 2)! d7’".-‘“ ,y=o, 


] 
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OÙ cr est r intersection de S par la surface F = y, et do-y, 
l’élément de <t défini par la notation 

(8 bis) da-ydy = dS. 


143. Prenons, finalement, le terme 


( 20 ) I SS J* U dS' I SS J* U dS^ 


Une méthode tout à fait analogue peut aussi lui être appli- 
quée. Car les opérations précédentes ont montré, que, en 
général, si m'est une quantité quelconque de la forme 


^ jyp-i 

avec Wft' indépendant de 2 , et qu’on pose (w') 
si, de plus, 


(_ ro*^* ' 


( 21 ) 



[■^-wiogr 


(les points représentant des termes réguliers pour r = o), 
alors : 


(22) 


SS 


J' w'udS' 


-+■ ( SSa uWdS 




(p - 2) I d/-'<y=„, 


S^uWdcr, 


-)■ 


Tel sera le cas si on prend w' = k et (comme on le 

voit par différentiation directe) (w') sera — k 

le nombre p étant ici égal à mj -f- 1. L’intégrale (21) sera 
alors 


--- k 


1/ 


d(v*) 


dcT 


HàHAMARD. 


20 . 
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et, par conséquent, ainsi qu'on le sait, égale à 
, d ' 






f ' (üO de' 

^ •/T' 

» A. ( — Y log r 


en raison du n° 134 , de sorte que : 
dV 


%<> 


dv 


-, W — — (m^ 




dv 


dv 


dV 

dv ■ 


Ce sont ces valeurs que Ton aura à substituer dans (22), 

le résultat devant être divisé par k, ce qui donne encore 
en fm!.teu(r au second membre. 

On observera que la dérivée {p — 2)®, c’est-à-dire la 
dérivée (rrii — 1)® du dernier terme de W pour y — o, 
s’obtient immédiatement, savoir 


d»* -1 


V r"‘i- 


dT 

dv 


- 1,1 


de sorte que 


(22bis) 


d’"r 


(m, — 1)! dy”* (T=: 0 ) 


S r™!-' dtr. 


- . Æ. 

dv 


Su';? 4 ^ da 

dv ^ 


(sans aucun terme correspondant à la variabilité de do-y 
avec y, toujours en raison du facteur qui figure dans 
la quantité à différentier) . 

Dans le même ordre é’idées, le terme précédent de W 
ne donnera lieu qu’à une différentiation (rrii — 2)«pie, à 
cause du facteur T qu’il contient : 


(22 ter) 




(m^ ~ 1) I dy”^ -1 (y^o) 
1 dy”* 


Sru dtr. 


dV 

dv 

dV 


(m,-2)! dy'”-^ dv 
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143 bis. Au premier ahord, les expressions ainsi écrites 
pour le dernier terme (20) semblent présenter un incon- 
vénient que n’ont pas celles qui correspondent aux autres 
termes. Elles semblent dépendre des termes en de V, 
lesquels ne sont pas déterminés. 

Il est facile de vérifier que cette dépendance est simple- 
ment apparente. Imaginons que, de chaque point de S', un 
très petit segment soit pris sur la transversale v, tel que 
le dv correspondant soit égal à une constante (très petite). 
Désignons par S/ le lieu des points ainsi obtenus, et don- 
nons à U J en chacun d’eux, la même valeur que celle qu’il 
a au point correspondant de S'. 

Le terme (20), dans ces conditions, sera la dérivée, par 
rapport à v, de la quantité 


(23) 



et sera, par conséquent, égal à 


ÈL JÊ- 1 

k dv (rrij — 2)! 


Sa- uVdcr • 

yv ' 


Dans le second terme, est la base de sur l’espace 
Et^; a-yv, l’intersection de S, avec T — et les différentia- 
d d 

tions — et peuvent se permuter (puisque y et v sont 

des variables indépendantes entrant dans l’expression du 
signe S l’intermédiaire de cryv). On doit observer que, 
dans l’expression primitive (23), la différentiation concerne 
seulement v' : ceci signifie que, pour les calculer pour un 
élément quelconque en un point X de Sv', il faut considérer 
l’élément correspondant autour du point correspondant 
de S', qui est la « projection transversale » de X, et à l’aide 
duquel on doit calculer u (comme étant la valeur de cette 
dernière quantité en X^®^) et dS', qui n’est pas la valeur de 
l’élément sur S»', mais la valeur de sa projection transversale 
sur S^ 
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Des observations semblables s’appliquent, par consé- 
quent, à (24), de sorte que w, dS et do-y doivent encore être 
pris en projection transversale sur S; mais, comme on doit 
l’observer, la conclusion n’est pas que la différentiation ne 
va concerner que V : car la projection transversale, sur S, 
de o-yv est variable avec v. Supposons que, entre des points 
X de o-y et des points (infiniment voisins) X de cryv, on a 
établi une correspondance ponctuelle (ce qui peut se faire 
d’un nombre infini de manières) à partir de laquelle une 
autre transformation ponctuelle infinitésimale est définie, 
sur S, entre x et la projection transversale de X. On 
peut imaginer que la valeur de V en X et la valeur 
de w en X^®^ sont exprimées en fonction des coordonnées 
de X. Quant à la relation entre les deux éléments do-y sur o-y 
et sur o-yv, on la trouvera en se rappelant que do-y est le quo- 
tient de dS par dy, cette dernière quantité ayant la même 
valeur pour x et pour X. En se rappelant aussi que dS, 
relatif à X, doit être pris en projection transversale sur S, 
on voit que l’intégrale du second terme de (24) peut s’écrire: 

(23) 

dS^®’ 

où est le rapport des éléments correspondants dans 

la transformation ponctuelle entre x et X^®^ et où on doit 
aussi tenir compte des conventions précédentes pour V 
et 

On peut alors effectuer la différentiation par rapport à v 
sur S, ce qui donne, pour la dérivée de (25) par rapport à 
y (îïii — 2 fois) et à v, la valeur : 


(26) 




w V do-^ 





dS<»> \ 
dS / 


do-^M 


T tr • r lim 1 

La dérivée -g-- — ^ ^ correspond, d après sa 

définition, à un déplacement effectué sur une surface 
r = Gonst^®, ainsi qu’il est nécessaire pour qu’on puisse 
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la difféi'entier (mj — 2) fois par rapport à y sans avoir à 
connaître de V autre chose que le développement 

Vo -h v^r 4- . . . . H- r- 

tel que nous avons appris à le calculer au Livre II. On aura 
pour tout h au plus égal à m, — 2, 

JL 

dyLy = o) «V Sv 

La maiîière de traiter le premier terme de (24) n’appelle 
aucune observation nouvelle, et dépend des règles ordi- 
naires du Calcul infinitésimal. On doit d’abord différentier 

dV 

sous le signe SS — c’est-à-dire remplacer V par ; ~ 

on aura alors un terme aux limites, puisque le domaine 
S» — ou plus exactement sa projection transversale sur S — 
dépend de v. Ce terme est toujours 
un terme négatif si S est une sur- 
face d’espace, la raison étant que 
(comparer n*^ 108, note, p. 233 et 
fig. 13) la transversale à S en un 
point quelconque de l’arête d’inter- 
section avecT est dirigée vers l’ex- 
térieur de r, et que, par consé- 
quent, la projection transversale de 
S» est quelque part à l’intérieur 
de S (fig. 26). La partie ainsi soustraite de S consiste en élé- 
ments dont chacun est un petit cylindre (à m — 1 dimen- 
sions) ayant un élément de comme base et le petit segment 
xX défini ci-dessous (voir fig. 26) comme génératrice : le 
volume d’un tel élément est, avec nos notations, dfrydy, le 
second facteur représentant l’accroissement de T quand on 
passe de x à ou, ce qui revient au même de X à et 

étant par conséquent en valeur absolue égal à dv. En 
divisant par dv, on a la dérivée : 

(27) -i- 88 ,, Vu, dS 

= - *8. i 
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Il est bien entendu que cette formuile ne concerne que le 
cas où S a une orientation d’espace et où par conséquent 


dV 

dv 


< O. Le signe devant le dernier terme devra natu- 


rellement être changé si on remplace 
nouvelle formule ainsi obtenue sera valable pour 


dT 


dv 


dT 

Par-j; 


et la 
toute 


orientation de S puisque > o, résultant d’une sur- 
face S orienté dans le temps, coïnciderait avec le fait que 
les parties correspondantes de la projection transversale 
de S, déborderaient S (au lieu d’être à son intérieur;. 

Cette deuxième expression de (20), par combinaison de 
(2()) et de (27), est équivalente à te première [comme il 
appairaît immédiatement pour les termes en V par compa- 
raison avec (22)-(22 ter)] \ mais on voit, cette fois, qu’elle 
ne contiendra pas de termes en provenant de l’ex- 

pression de V. 


144. L’évaluation du terme (18) complète la solution du 
problème. Nous pourrons faire passer au premier membre 
le facteur 


271 


— 1 (m^ — 1) C, 

TT 


lequel viendra multiplier le facteur ( — 1)”^ ”^7rn„i_2 qui figure 
déjà dans la formule (F) (Cf. n"* 135), donnant le coefficient 

( 28 ) (— l)”S(ni, — 

Tenant compte de la relation du n° 99 entre et 
ce coefficient s’écrit encore 


(28 ùis) (— l)'”i 



=r: 2 


(-- 1)"^ 
(m, -2)! 


et on obtient l’énoncé suivant : 

Pour m = 2mi, soient 

V, V, les deux jonctions régulières qui apparaissent dans 
la solution élémentaire (2) de V équation adjointe ^(v) = o; 

r, T, So, les domaines analogues à ceux qui ont été 
définis pour m impair; r, la partie de la surface T = y 
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(y étant une constante 'positive très petite) comprise dans T; 
(Ty, r intersection de cette même surface avec So, les élé- 
ments dry et do-y des variétés t et <r étant définis par les 
égalités (8) (n*" 138) et (8 bis) (n® 142). 

La solution du problème de Cauch'y sera donnée par la 
formule : 


(29) 


TT 1 U, 


— SSSt Vjdx^ — SSg^ 1^^’ (u, -f- Lu„) — U, 

K -2)! 

f V (u. + U.) - u„ 


dS 


S. 


I d ” dv ^ 

^ (m,-2)l dy-.-‘„=„, dv 

OU (oonformément au n® précédent) : 

(29 bis) ~ — SSSfj, ^^f dx^ .... dx^ — ®®So (^i 
1 


dr 


-I- 


(rwi — 2) ! dy 


^ [ SS, /Vdr, 4- S V (U, + Lu,) d^ 1 

‘ (*“01 L J 


(m, — 2) ! dy 

SS. uS>dS, 


d^r^ do... 


dv 


où le dernier terme peut être calculé par (27) et Tavant- 
dernier par (26). 

Il est bien entendu que, dans te cas présent, chaque diffé- 
rentiation sous tes signes SS sss doit se faire par les 
règles classiques du calcul, ainsi que nous aurons d’ailleurs 
l’occasion de te montrer plus explicitement, et qu’il ne se 
présente aucune difficulté comme celles qu’on avait ren- 
contrées dans le cas de w impair. 
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145. Il est également clair que plusieurs propriétés appar- 
tenant à la solution telle qu’elle est formée au Livre pré- 
cédent, s'appliquent immédiatement è celle qu’on vient de 
trouver, puisque cette dernière n’est pas essentiellement 
distincte de la première. 

Tel est d’abord, le cas pour la remarque du commen- 
cement du n® 104 : si la forme de S est telle qu’elle com- 
prenne, avec r, un volume T auquel a est extérieur (voir 
fig. 12 bis et 12 ter), on a des formules identiques à (29) 
(29 bis), à ceci près que le premier membre est remplacé 
par zéro, ceci étant une conséquence immédiate des for- 
mules (F'), n® 104. 

On voit immédiatement que la môme remarque s’applique 
à la (( propriété d’échange » (n° 114), sujet qui sera examiné 
à nouveau dans le prochain chapitre. 

Il en est de même pour la remarque que nous avons 
faite (n"" 113) sur le cas où S est constitué par des carac- 
téristiques, auquel cas la connaissance de Uo suffit pour 

écrire la solution, puisque la connaissance de Ui = ^ 
y est impliquée. 

Enfin, et surtout, nous n’avons besoin d’aucun nouveau 
calcul pour passer de l’analyse de la solution à sa synthèse 
(les frontières étant toujours supposées orientées dans 
l’espace) : on doit considérer comme déjà fournie (d’après 
le Livre précédent, chap. III, 116-117), la démonstration 
qu’elle vérifie toutes les conditions du problème (0- 

145 bis. Autre larme de la iormule. — Les termes en 
dry et d(ry de (29) et (29 bis) peuvent s’écrire d’une autre 
manière en remarquant que drydy, par exemple, est un 
éléihent (un petit cylindre, voir Livre II, n° 38) du volume 
compris entre une surface r et une surface consécutive ana- 
logue dans laquelle y est changé en y -h dy. Il résulte de 
ceci que, par un tel changement de y, l’intégrale 


(1) Dans le cas d’une variété S caractéristique, une telle vérification 
serait, de la môme manière, une conséquence dé la vérification correspon- 
dante relative à m impair. La démonstration du n® 119 pour m = 3 
s’appliquerait à m = 2. 
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SSS/Vdx, .... dxm relative au domaine qu’on a appelé Ta 
s’augmentera de de sorte que SS f^dry est 

la dérivée de cette intégrale de volume (^) par rapport à y. 

De même, S + LtiV^ d(ry sera la dérivée par 

rapport à y de SS LuV^ dS étendue à la por- 

tion Sa de S comprise entre r = o et T = y; et la même 
transformation s’appliquerait à l’autre terme en do-y. En 
écrivant les notations abrégées SSS 2 SS 2 pour 
SSSt 2 «t SS 82 , on voit que la formule (29 his) est équi- 
valente à 


(29 ter) 


2 (- ir 


1 


(mj — 2) ! 


= - SSS,. Vfdx, .... - SS3„ ‘V (ti, + L«„) dS 


(mi — 2) 1 dy^ 


d d™~^ 


(m^ — 2) 1 dv dy^ 


+ SS,V(«. L«„) ds] 

- SSj «„VdS + SSg u^VdS 


forme du résultat qui nous sera utile; et (29) j>eut être 
transformé de la même façon (*). 


(1) L’accroissement du volume (volujne compris entre deux positions 
consécutives de t) contiendrait des parties irrégulières dans le voisinage 
de l’arête cr; mais elles sont du second ordre en dy. 

On peut se figurer la disposition générale d’une pareille figure en se 
la représentant schématiquement (Cf. fig. 25, p. 302) dans le cas le plus 
simple de m = 2 et supposant en outre, pour simplifier encore, l’équa- 
tion à coefficients constants. La surface F' = y de est alors une 
nappe d’hyperboloïde à deux nappes F- = y est une branche d’hyper- 
bole, section principale de cet hyperboloïde; Tj est la région intérieure 
à cette branche d’hyperbole (avec limitation par S>; est (avec la même 
limitation) une région compris© entre cette hyperbole et ses asymptotes. 

(2) Il sera également utile de se rappeler que, les calculs d© ce n® 

n’étant pas essentiellement distincts de ceux du précédent, les remar- 
ques faites au n«> 141 quant à la convergence, après différentiation par 
rapport à y, du terme 888 pfdx, ... dx^ restent valables sous la forme 
présente. Dans les deux cas, en outre, la convergence est uniforme du 
moment que les dérivées de /V jusqu’à l’ordre (m^ 2) sont bornées. 
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146. Le cas de Riemann, — Disons un mot du cas de 
ni ~ 2 déjà traité directement au Livre II, et qui, comme 
011 l’a dit, est un peu différent des autres. 

Le conoïde caractéristique dégénère en un système de 
deux lignes caractéristiques : celles-ci seront parallèles aux 
axes, si on prend réquation sous la forme de Laplace. Nous 
écrirons cette dernière de manière à avoir 1A| — 1, par 
conséquent, en la multipliant par + 2 : 


± 2 


du , P du 
dx dy dx dy 


Cm 


)= 


± 2 /. 


11 nous faut choisir le signe en raison de la situation 
de l’angle utile compris entre les caractéristiques (c’est- 
à-dire de l’angle qui intercepte un arc de S), la forme 
A(7ri, Tt^) étant assujettie à etre positive pour les droites 
qui coupent cet angle utile : par conséquent, ce signe 
dépendra (oomme on l’a vu au n° 42) du sens de variation 
de y considéré conmie fonction de x, et il arrive que, dans 
ce cas, on ne définit pas par la nature même de l’équation 
ce qu’on doit appeler une « orientation d’espace », mais, au 
contraire, que l’équation doit êti^e écrite de manière à faire 
de la ligne donnée S une ligne « d’espace ». 

Nous avons déjà remarqué que chaque terme de la formule 

dv' 

en mettant d’abord à j^art celui qui contient 

peut être transformé sans distinguer entre et Tj, en 
raison de l’absence du symbole \ et de V. Dans un quel- 
conque de ces termes, par conséquent, on n’a qu’à écrire V 
au lieu de v\ supprimer un S cl diviser (^) par — 2. 

Mais le même traitement peut aussi s’appliquer au 
dv' 

terme en en employant la méthode du n® 444. aa, afi 

étant, comme au Livre II, n*’ 42, les deux caractéristiques 
issues de a (L est précisément constitué par ces deux 
lignes); S, la ligne qui porte les données et qui coupe les 


(1) Le facteur donné au n» 137, est détruit par le coefficient du 
premier membre. 
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deux oaractéristiquos en a et P, on doit tracer une courbe 
avoisinante telle que chaque point de S,, s-e déduise 
d’un point de S en prenant sur la transversale v à S 
un petit segment correspondant à 
dv ~ const., lequel S,, coupera les 
caractéristiques en P' (fig. 27); S/ 
étant le cylindre droit de base on 
a c\ prendre la dérivée, par rapport 

h V, de l’intégrale SS J uvd^' (voir 

n^^ 144), étant bien entendu que le 
dS' d’un élément quelconque de S/ 
et la valeur correspondante de w, se rapportent, par 
définition, à la projection transversale sur S'. 

Mais SS f uc'dS' est égal à (^) -SSs. uVds, intégrale 

simple qu’on peut maintenant écrire avec un signe J 
ordinaire et dont la dérivée se composera du produit de n 
par : 

/ dV 

U — ds, représentant l’intégrale de la 

dv 

variation infinitésimale de uv'dS entre les points correspon- 
dants de S et de S,,; 

2” Deux teames relatifs aux arcs (fig. 27) d’une 

des courbes qui n’ont pas de correspondants sur l’autre, de 
sorte que les limites d’intégration par rapport à s sont des 
fonctions de v. Les dérivées de ces deux fonctions sont 
égales à ± 1, en raison du fait que la direction transversale 
est symétrique de la tangente par rapport à des parallèles 
aux axes, de sorte que les deux triangles aa'a<®) et 
sont isocèles. Les deux termes en question donneront ainsi 
i(w^)a ou j('nV)^y correspondant évidemment au second 
terme de (27). 

Ces deux termes sont, dans ce cas, les seuls qu’on ait à 
ajouter au second membre des formules (7) a/pi‘ès y avoir 

(1) On change la lettre S en s, en accord avec la notation ordinaire et 
avec le n® 40, pour désigner l’arc de S. 
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changé v' V y SS SSS J* f f suppriimé, 
naturellement, le syirubolej ). Ceci donne précisément les 
résultats qui ont été déduits de la méthode de Riemann. 
Le fait que la fonction V de Riemann est le coefficient du 
logarithme de la solution élémentaire, comme on l’a déjà 
trouvé au n° 45, apparaît, cette fois, comme un cas parti- 
culier de nos considérations générales. 


147. Ayant ainsi résolu la question par notre artiflee de 
(( descente », on peut se demander s'il existe un moyen d'obtenir 
le même résultat sans ce détour. Voici comment on peut effec- 
tivement y arriver : 

Soit G = O une caractéristique de l’équation, que nous suppo- 
serons, pour commencer, régulière : c’est-à-dire que, non seule- 
ment le premier membre G de son équation devra être une 
fonction régulière des coordonnées (fonction admettant des déri- 
vées continues jusqu’à l’ordre qui interviendra dans les rai- 
sonnements et les calculs) mais que, en outre, il n’existera dans 
la région où l’on opère aucun point (point singulier) où ses m 
dérivées du premier ordre s’annulent simultanément. L'équation 
caractéristique 


A 


/ àG 


âG, 

ôxj 




devant être vérifiée tout le long de cette surface, on devra avoir 
identiquement 

(30) A = Afiy 

Aj étant une fonction régulière des x. Notons tout de suite, qu 'il 
en résulte, pour la dérivée transversale à une surface G = const., 
. dG 

en prenant = -- — , 

OXi 

.«..U- V 1 V , , , , „ 

(30 bts) — ■= j2/i -^ = k (;r,, O = A, G 

Soit, d'autre part, 

(2 Us) V = ^ V log G, 


(p étant un entier positif pendant que V, V sont des fonctions 
régulières), une solution de l'équation {&). ce qui implique que V 
est lui-même une solution de cette- équation. Soient T (fig. 28) 
le volume compris entre la surface précédente et une seconde 
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surface S et situé, pour fixer les idées, du côté G > o; Ty, le 
domaine obtenu en coupant S, non plus par G — o, mais par la 
surface voisine G = const. = y > o. Appliquons, dans Ty, la 
formule fondamentale (»F) à une solution u (régulière) de l’équa- 
tion (E) et, d’autre part, successivement aux deux solutions v et 
V de l’équation adjointe. L’introduction de V donne d’abord, en 
désignant toujours par la dérivée transversale de u en un 
point arbitraire * de S 

( 31 ) - SSSt^ VfdT + - («■ + ^ 


formule dans laquelle nous avons rassemblé au premier membre 
les termes de volume et les termes relatifs à S, en mettant à part, 
au contraire, dans le second membre, ceux qui sont relatifs à la 
surface G = 7. Si nous considérons encore u et u^, le long de S, 
comme des données de la question, ce second membre reste la 
seule quantité inconnue. 

Nous en désignerons la valeur par — o. 

Pour obtenir une expression de cette inconnue, ou plutôt de sa 
valeur limite cjq pour 7 = 0, écrivons, 
toujours dans Ty, la formule fondamen- 
tale, la solution introduite de l’équation 
adjointe étant, cette fois, u, et dérivons 
par rapport à 7 (ou, si l’on veut, appli- 
quons la formule dans la portion de T 
comprise entre deux surfaces voisines 
G — 7 et G = 7 -f” dy, et passons à la 
limite pour dy = o). Chaque élément de 
volume donnera, comme coefficient de 
dy, l’élément d’intégrale (m — l)-uple 



désigné précédemment 


dT 

dy 


et, de même, chaque élément de la 


surface S donnera, comme coefficient de dy 
uple, convenablement compté, de la variété cr 


l’élément (m — 2)- 
intersection de S 


avec G = 7, élément désigné par 


dS 

dy 


On trouve donc, en tenant 


compte de ( 30 ) et de la valeur (2 bis) choisie pour v, l'égalité 


y+l yP 

-A. {IL 

~ dy [y^ 


— — X log y 

y 

n, — a Ipg y), 


(31 bis) 
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OÙ, en meme temps que la quantité a déjà introduite, figurent les 

dG dS 


expressions 


Q 


Qi 

SS, V/ - 


P® "7 dv dy’ 


S. 


dy 

<?G ^ 

dy' 


+ s.^ [« 


dV 

dv 


(u, 


hii) V 


àv 




dy 

(v désignant la transversale à S), et 
dV 


dS 

dy’ 


dS 

dy’ 


n 




--= SS,A,uV 4^. 

^ ^ * dy 

désignant la transversale à G — y, calculée, dans la dernière 
formule, avec = *4“ ) • 

dXi ! 

On voit d’abord, comme il fallait s’y attendre, que les coeffi- 
cients de log y sont égaux de part et d’autre [c’est la relation 
obtenue en dérivant, par rapport à y, les deux membres de (31)]. 
Mais de plus, comme, dans les conditions où nous nous plaçons 
jusqu’ici, les fonctions H, Oi, w sont développables suivant les 
puissances de y (au moins jusqu’à l’ordre qui nous intéressera), 

, . 1 

on voit aussi que ctq est le coefficient de V unique terme en ■— 

qui existe au second membre. 

Donc, on a 


-i-l 

{ d-Q, \ 

\ '-i 

" P ! 

{ dy ) 

r=o (p 1)! ' 


dyP-' 


-(X,) 


Telle est, à la limite (c’est-à-dire pour y = o) la valeur du 
second membre de (31). L’élimination de Wq entre (31) et (32) 
fournit une relation entre les valeurs de u et de sur S (confir- 
mant, comme on Je sait déjà par ailleurs, que dans la disposition 
de figure actuelle, ces valeurs ne peuvent pas être données arbi- 
trairement). 


147 bis. Prenons maintenant pour G == o, non plus une carac- 
téristique régulière, mais un conoïde caractéristique, de sorte 
que G n’est autre que T et que, par conséquent, la quantité 



INTÉGRATION DE l’ÉQUATION A âlWj VARIABLES 319 


précédemment désignée par a la valeur constante 4, pendant 
tn 2 

que P a la valeur — ^ — . Les considérations précédentes vont se 


trouver modifiées par la singularité qui apparaît au sommet du 
conoïde. Ceci ne change rien à Tévaluation du premier membre 
de (31 bis) (à un terme près pour m ~ 2); mais, au second 
membre, le terme de coefficient o n'est plus le seul qui fournisse 
1 

un terme en — (cest-à-dire qui, avant dérivation, soit en log y). 

Pour le voir, on peut, soit abstraire du domaine d’intégration 
le voisinage du sommet du conoïde en coupant par une petite sur- 
face auxiliaire Sj et évaluer (asymptotiquement) les termes corres- 
pondants ainsi ajoutés au premier membre de (31 bis), soit laisser 
la surface F " -y complète et étudier directement le changement 
à apporter au second membre. Nous adopterons cette seconde 
manière d’opérer. 

Les choses apparaissent d’ailleurs sous un jour assez notable- 
ment différent suivant que m est égal à 2 ou supérieur à 2. 

1° Prenons d’abord m = 2, c’est-à-dire le cas classique de 
Riemann. L’équation étant, comme d’habitude, réduite à la forme 
de Laplace (e), le conoïde se réduit à un angle droit, dont nous 
prendrons le sommet a pour origine des coordonnées, et les 
lignes r = ^ xy — const. seront des hyperboles équilatères. 

Le nombre p est ici nul. La quantité II (grâce au fait que 
tous les termes sous le signe d’intégration contiennent en facteur 
TT^ OU TT^) est une intégrale curviligne ordinaire, à coefficients 
réguliers, celle que nous avons formée au n° 40. Cette intégrale 
étant prise le long de l’arc mn d’hyperbole T = y intercepté 
par S, sa dérivée par rapport à y est au plus (^) de l’ordre 

de log 

y 


(1) La dérivée d’une telle intégrale s’obtient immédiatement par trans- 
formation en une intégrale double, et on voit ainsi qu’elle est dans un 
rapport fini avec la dérivée de l’aire interceptée dans notre hyperbole par 
la ligne fixe S (laquelle joint entre eux deux points, distincts de l’origine, 
pris respectivement sur les parties positives des axes), c’est-à-dire avec lu 

y 

dérivée de la quantité J -h» fonctions dériva- 


■V, 

blés de y, finies et différentes de zéro pour y = o. Une telle dérivée, calcu- 
lée par la règle classique, se montre bien de l’ordre de log 


Y 

Les termes Q, -r — , ont, dans notre Mémoire précédent {Bull. Soc. 

dy oy 

Math. Fr., t. LU, p. 241), été à tort considérés comme restant finis pour 
y = O lorsque m = 2. 
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Les termes et (au premier membre) Q introduisent, au 

drr 

contraire, Sur Thyperbole T = y, on a 


(33) 


dT , cos(n, x)ds 

■ 57 “ ^ /dV\ 


âx 7 


cos(n, y)ds 

IfT 


„ 4- 


dx 

X 


_ ^ 
y 


et üJi représente, au signe près, l’intégrale curviligne 

dx 


f.v 


étendue à l’arc rnn intercepté sur l’hyperbole par la multiplicité 
(ici la ligne) S. 

On peut réduire uV à sa valeur à l’origine : en effet, en raison 



de la double forme (33) de l’élément-^—, tout terme contenant 

dy 

en facteur soit x, soit y donnera encore une intégrale curviligne 

1 

à coefficients finis et réguliers, donc au plus de l’ordre de log — • 

y 

Cette quantité uV, qui se réduit à Ua si l’on prend égale à l’unité 
la valeur initiale de sera multipliée par 


•T 

log ^ = log 7 — logCy.x,) . 

en désignant par x^, x^, y 2 les coordonnées des points m, n 
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prises, comme cela est visiblement possible, dans un ordre tel 
que î/, ne tende pas vers zéro avec 7 . 

La différence des deux valeurs (31) et (32) de do ^’^st donc plus 
nulle, mais égale à dont elle fait connaître la valeur. 

Quant à la partie 

«Sv/^ = ±/'/-^ 

du terme Q, on voit qu'elle est au plus égale, en valeur absolue, 

X 1 

à log — max. (V/|, donc au plus de l'ordre de log — . 

y 

2° Soit maintenant m supérieur à 2. Nous réduirons, comme 
au n° 141 ('), r à la forme 


en désignant par t la dernière variable et par la somme des 
carrés des variables restantes. Cette forme donnée h F implique 
que, à l’origine des coordonnées, la quantité A(Pj, P 2 , P,„) 

se réduit è 

A(P„ P2, P„.; o, o, ...., O) = P J ~ P,^ - .... - PVi 


et, par conséquent, au voisinage de l’origine, à une forme qua- 
dratique très peu différente de celle-là. L'élément de volume 
étant (141) 

dT = d$m == dr dt, 


dm 

l ‘élément désigné plus haut par— j — a l'expression formée au 

dy 

n« 141 

(150 4- àt. 


dans laquelle il convient de noter que l’exposant de r est ici 
au moins égal à 1 . 

Dans ces conditions, en opérant comme au n"" 141 ou comme 
nous allons le faire dans un instant, il est aisé de voir que le 

terme ne fournit dans la dérivation aucun terme infini avec — . 

Y 


(1) Comme au 141, nous ne discuterons pas Tinfluence de ce chan- 
gement de variables, le mieux, à ce point de vue, étant do partir de la 
forme donnée aux calculs dans l'Appendice I. 

Hadamard. 21 
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Par contre, il en est autrement du terme en IL. Dans ce dernier, 
la quantité qui figure entre crochets sous le signe SS 
fonction régulière; sa valeur à l’origine est d’ailleurs uniquement 
donnée par son dernier terme — p uV, car dans tous les autres 

interviennent les dérivées a-, — lesquelles sont milles au 

à^i 

sommet a de notre conoïde. Si donc nous commençons par 
multiplier par dflrn -2 ^t intégrer par rapport à cpm-iy le 

résultat sera une certaine fonction ^ (r, t) régulière (et paire par 
rapport à r) qui prend, pour r = < — o, la valeur 

(34) — 2(m— 2)nm-2Ua^ay 

après quoi on aura 

(34 his) II— r”*-^d>(r, t)dt, 


l’intégrale étant prise, dans le plan des rt, le long d’un arc 
d’hyperbole — y (Cf. fig. 25, p. 302), que l’on peut 

supposer limité par la ligne t — h. Si, sous le signe J , on réduit <3? 
à son terme initial (34), celui-ci sera multiplié par l’intégrale 



1 

ï //7 


(«* — y) 


in^ 


- 3/2 


dt. 


Or, cette dernière est (95) de la forme 


(— 1)-. 


4 


log y -h ■... 


(Crrt^_i étant le coefficient numérique désigné plus haut), dans 
laquelle les termes remplacés par des points représentent une 
série entière en y. Comme on doit diviser par y"^x~S ceci donne 
un terme de la forme qui nous intéresse et dont le coefficient est 
la quantité (34). 

Il est aisé de voir que ce terme est seul de son espèce dans le 
cas où les données sont analytiques et où, par conséquent ^(r, t) 
est de la forme 


$(r, t) =$x(r, t’^) 4- 

et désignant des séries entières en r et : il suffit de 
traiter d’une manière analogue à la précédente chaque terme des 
développements ainsi obtenus. 
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Si Ton veut supposer seulement que les quantités sur lesquelles 
on opère sont régulières, c’est-à-dire dérivables jusqu’à un ordre 
suffisamment élevé, on raisonnera comme au n® 141, en formant 
les dérivées successives de l’intégrale (34 bis) jusqu’à l’ordre 
ruj — 1. Il apparaîtra ainsi, par l’emploi de la formule de Taylor, 
que la quantité 



se présente sous la forme de termes en , , . . . , —à coeffi- 

y^i ^ y 

cients constants et de termes finis, augmentée d’un terme en log y 
dont le coefficient a pour limite (34), au coefficient numérique 
(~ l)”! 

— ^ -1 H une manière ou de l’autre, on retombe 

bien sur la formule (29). 

Mais on doit constater la notable différence qui, dans l’analyse 
précédente, paraît séparer les cas de m ~ 2 et de m > 4. Il 
serait difficile de concevoir que les deux calculs correspondants 
se ramènent en réalité à une même norme, si l’on ne connaissait 
les liens qui rattachent l’une à l’autre les fonctions V et ‘V, 
tels qu’ils apparaissent lorsqu’on déduit le cas de m = de 
celui de m — 2m ^ 1 par voie de « descente ». La méthode 

de descente se montre donc, en fin de compte, beaucoup moins 
artificielle qu’elle ne le semblait au premier abord et apparaît 
comme liée à la nature des choses. 

148. L’expression obtenue, dans ce qui précède, pour 
l’inconnue diffère considérablement, on le voit, de celle qui 
a été établie pour m impair. Dans cette dernière, la solu- 
tion élémentaire était introduite directement. Ici, c’est elle 
qui sert encore de base, mais seulement en tant qu’elle 
fournit les deux fonctions V et V, lesquelles apparaissent 
seules dans les calculs à effectuer. 

D’un autre côté, la valeur de l’inconnue, pour m pair, 
apparaît sous la forme d’une somme de deux intégrales, 
l’une étendue à l’intérieur du conoïde caractéristique, et 
dont la quantité à intégrer contient en facteur les données 
élles-mêmes, multipliées par des fonctions connues; l’autre 
étendue au conoïde caractéristique lui-méme, et contenant, 
dans les mêmes conditions, les données et leurs dérivées 
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jusqu’à l’ordre {rrii — 2) (ou même mj — 1). Les intégrales 
ainsi écrites ne contiennent que des quantités finies, si les 
données sont régulières. 

Dans le cas de m impair, on avait une seule intégrale, 
comprenant les données elles-mêmes (sans différentiation 
explicite), mais ayant le caractère paradoxal examiné aupa- 
ravant, et contenant, dès lors, pour ainsi dire virtuellement, 
une intégrale de frontière et certaines dérivées des fonctions 
introduites. 

Une telle expression, par conséquent, serait considérée 
comme intermédiaire entre deux expressions de la classe 
ci-dessus (les intégrales ordinaires rencontrées dans le cas 
de m pair) correspondant à deux valeurs consécutives 
de mi. 

Elle a également, par rapport à ou à / par exemple, 
un ordre de continuité qui doit être considéré comme inter- 
médiaire (0 entre de telles valeurs consécutives de rrii. 

149 . Application au principe de Huygens. — Les for- 
mules ci-dessus nous permettent de donner une réponse 
à la question fondamentale suivante : 

Potir quelles équations le principe de Huygens est-il vrai 
dans son sens spécial, c'est-à-dire dans son sens (B).^ 

On sait déjà que de telles équations ne doivent pas être 
oherchées parmi celles que nous avons examinées au 
Livre III. 

Mais, pour le cas de m pair, on voit maintenant que 
l’intégrale résiduelle, telle qu’elle est donnée par nos 
calculs dans le domaine que nous avons appelé T/ et dans 
le domaine analogue sur S', dépend exclusivement de la 
quantité V. 

La condition nécessaire et suffisante pour que cette 
intégrale résiduelle sannulle est que la fonction V soit 


(1) Ceci est pleinement vérifié par l’application des méthodes parti- 
culières au Calcul Fonctionnel, ainsi que cela a été développé dans notre 
Calcul des variations (n®® 243-248) et notablement précisé par MM. Fréchet 
et M, Riesz (voir notre Mémoire des Acta Mathematica, t. XXX, p. 379). 
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identiquement nulle, cest-à-dire que la solution élémen- 
taire ne contienne pas de terme logarithmique . , 

Si tel n’est pas le cas, l’intégrale résiduelle sera différente 
de O pour des données arbitraires. La question du signe, 
comme on l’a considéré au n° 112, peut recevoir une 
réponse quelcx)nque en raison des valeurs des coefficients 
de l’équation : car, tout au moins pour m — 4, la remarque 
du n"* 65 montre évidemment qu’on peut obtenir n’importe 
quel signe pour V par un choix convenable du coefficient C 
si les autres sont supposés choisis d’avance. 

Nous avons dit que nous donnions une réponse, et non 
pas la réponse à la question : car il est clair qu’on peut 
la souhaiter « beaucoup plus résolue » qu’elle ne vient de 
l’être. Oh a énoncé la condition nécessaire et suffisante,, 
mais on ignore comment on peut trouver des équations 
qui la remplissent, ou même s’il en existe aucune en 
dehors de (czmj-i) (ou, naturellement, de celles qui se dédui- 
sent de (eamj-i) par des transformations évidentes). Ce point, 
ainsi que beaucoup d’autres questions concernant l’intégrale 
résiduelle, demanderait des recherches ultérieures. 

Quant à la forme finale (C) du principe, elle peut être 
considérée comme démontrée par nos formules d’inté- 
gration, dans le même sens qu’elle l’est, pour (es) ou (cz), 
par les résultats de Kirchhoff et de Volterra. 

2. — Exemples classiques. 

450. 11 ne sera pas inutile de donner quelques application» 
des formulés générales précédentes, et même de vérifier 
leur accord avec des résultats connus antérieurement. 

Nous avons déjà vu (146) comment les choses se passent 
dans le cas de m — 2. 

a) Formule de Poisson, — Vient ensuite celui de m — 4 
(donnant mi = 2, k = 1), et l’équation la plus simple de 
ce type est l’équation (cg) des ondes sphériques. 

On a alors, en désignant par (æ, y, z, t) et (xo, i/o, 2 ®, 
les deux points dont dépend et prenant <0 = 1: 

r = 0 — t,r ^ (x — - (y ~ y®)" ~ ~ 


— r*. 
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Il n’y a pas de terme logarithmique dans la solution 
élémentaire (voir n® 69), qui se réduit h -jt’ de sorte que 
^ rr. O, V = 1. 

Pour cette équation (et, en général, pour m = 4, rrii — 2 
étant nul), la différentiation jmr rapport à y et la consi- 
dération de la surface auxiliaire V = y ne se piésenteront 
pas excepté pour les termes considérés au n° 143 [dernière 
ligne de la formule (29)] et peuvent même être évitées 
pour ceux-ci, si on les traite comme on Ta fait au n'’ 144. 
Supposons d’abord que S est l’hyperplan ^ — o, ce qui 

est le cas de l’analyse de Poisson. sera ^ (avec 

e — ± 1 d’après la règle déjà employée au n° 129), et a 
la valeur o pour V, la valeur — 2\to\ pour T. L’élément 
de S (c’est-à-dire l’élément de volume de l’espace ordinaire) 
étant r® sin SdrdSd^^ l’élémeut do-y, quotient de dS par 


|dr| 2r|drl, 

sera ^rsin^d^d^. Ainsi, le terme en sera ^comme 

Il i-, . àu\ 

r == doi pour ^ = r = O et que = £ — ) : 

S Wu^dar^ — JM Jj* sin OdOdf 


Le terme en Uo (dans lequel L = o) sera (puisque, pour 
P = O, on a r = — t, dont la dérivée par rapport à v 

est — 1) : 

A (s V«„dcr,) 

La différence de ces deux termes, divisée par [qui 
est la valeur du coefficient (28 bis )] , coïncide naturellement 
avec le second membre de la formule de Poisson. 

Si l’équation aux dérivées partielles a un second membre 
/ 0 , donnant le nouveau terme SS/Vdr„ la valeur de 

dx dy dz dt 
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qui y figure se déduit immédiatement de do-y en multipliant 
par dty de sorte que le terme supplémentaire se trouve être 
(après division par Stt) : 

siu 6ded,, 

OÙ / représente, en Tespèoe, 

/ [^0 (^0 — 0 sin 0 cos 9 , î/o -H (to — 0 sin(9 siny, 

-f- (<Q — () COS dy t]. 

151. b) Le cas de Kircbboü. — Considérons maintenant 
rhypersurface de Kirchhoff, savoir un hypercylindie que 
nous désignerons par S" et dont la base sera une surface 
(ordinaire) fermée s (l’équation étant encore supposée sans 
second membre). Le domaine d’intégration peut etre, 
selon la nature de la question, l’intérieur ou l’extérieur du 
cylindre. Prenons aussi 4 > o. 

En prenant les respectivement égaux aux cosinus direc- 
teurs de la normale nas (dirigée vers l’intérieur par rapport 
à notre domaine, qui peut être intérieur ou extérieur par 
rapport à s) et (pour le quatrième) à zéro, on doit pren- 
dre dS" égal à l’élément de l’hypercylindre dsdl; et la 
direction transversale v sera opposée à n, les termes en 
(x — XoY .... étant négatifs. 

L’intégration étant relative à l’arête d’intersection cr^ 
de S" avec T, d<ry doit être tel que 



ces expressions représentant, au facteur dy près, le vo- 
lume dS" d’un petit cylindre quelconque (qu’on peut sup- 
poser parallèle à l’axe des t) compris, sur S" entre un 
élément du conoïde caractéristique et un élément corres- 
pondant de la surface avoisinante V — y. 

C’est là tout ce qui est nécessaire pour le calcul du 
n"' 142, puisqu’il ne comporte aucune différentiation par 
rapport à y. Pour les opérations du n"" 144, on définit la 
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cOiTrespondanc-e entre x et de sorte que le segment 
joignant ces deux points- soit parallèle à Taxe des t : en 
d’autres termes, d’un point x quelconque de cr^ (qui repré- 
sente un point de 5 associé à la valeur to — r pour t), on 
trace un petit segment 8n = — 8v normal à S" qui 
dr 

change r en 8n et accroît t de manière à faire reprendre 
à r sa valeur primitive, par conséquent de la quantité 


St 


r 


h — t 


dr 

dn 


Sn. 


Ceci est l’accroissement qui, donné à i sur la surjace 
'primitive de l’hypercylindre S", fait passer du point x au 
point x^^\ Par conséquent, on a : 


~ ti -f- 8^ 


du 

ôt 


dS" 


= 1 -h 


r 



dr du 
dn dt 


r dr ^ 

(to - ty 


En substituant ces valeurs dans (26) et observant que, 

r 

sur le conioïde — r — tandis que V est identiquement 

to t 

égal à 1, on obtient, pour l’intégrale (« potentiel retardé ») 
relative à l’hypercylindre, 


4;r 



1 dr du^ — r 
r dn dt dn 


ds, 


formule dans laquieille (comme an n® 131) ds se rapporte 
à la base du cylindre, pendant que ito, ûi sont les valeurs 
de Ro, Ui aux points correspondants de o-q, savoir : 

Ui — Ui(x, y, Z, t — r) (i = o, 1) 

Ceci coïncide bien avec la formule de Kirchhoff ( si on 
tient compte de ce que — ^ 

152. En thèse générale, rexpression précédente ne donne 
pas la valeur complète de Ua : car la frontière du domaine 
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ne peut pas être constituée par le cylindre seul (^). Si, pour 
fixer les idées, on la suppose complétée par une portion S' 
de rhyperplan t = o, on doit ajouter des termes relatifs 
à S'. 


Ge-s termes consistent évidemment en des intégrales sphé 
riques, comme dans la formule de Poisson; mais il y a 
une observation indispensable à faire concernant la manière 
d’évaluer les deux S correspondant à (20) dans ce cas, 
comme dans tout autre cas où S consiste en deux parties 
se rejoignant sous un angle différent de zéro. 

Dans la formule même de Poisson, le terme qui contient 


Ui est 


t //“.< 


= sin 6 dOdcp étant encore un élément d’angle soilide 
et l’intégration étant étendue à toute la sphère du centre 
(xo, ^ 0 , Zo) ot de rayon Iq. Il est Clair que, cette fois, on 
doit écrire la môme intégrale avec la seule différence qu’elle 
se limite à la portion de sphère qui est comprise dans le 
domaine. Ceci est évidemment valable aussi pour le premier 

d 

terme M (uo) de la dérivée [/o (u,,)] . Quant à la 


partie restante de la dérivée ('011 faisant abstraction du 

1 \ 

facteur — tg 1, elle peut s’écrire sous l’une des deux 
formes 

( 35 ) JJu.da^, 

désignant la dérivée radiale, ou dérivée relative 
à la normale extérieure à la sphère^ 

qui sont équivalentes l’une à l’autre. 


(1) Dans la théorie de Kirchhoff sous sa forme classique, la frontière est 
complétée par une portion de rhyperplan t = — T (avec T positif très 
grand), sur laquelle on suppose toutes les données nulles. On est ainsi 
Üspensé d’écrire un terme complémentaire. 
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Mais pour 1-e problème actuel, les deux formes ci -dessus 
ne sont plus équivalentes. Si, pour prendre un cas déter- 
miné, on prend pour s le plan x = o, le domaine étant du 
côté positif, et si on désigne par ^llo (x, p) la valeur 
moyenne de la fonction Uq le long de la circonférence de 
centre (x^, i/o, Zq) et de rayon p, son plan étant parallèle 
a X = O, savoir 

CM) “ jn„ (x, />) 

1 /* 2 ’‘ 

= (x, î/,, -f- P cos 9, Zo + P 9?) dcp, 


M/„ sera remplacé, dans le cas actuel, par 


2 

J 


J* OXioixQ — Iq cos b, Iq sin 0) sin B dB 
J’)" ~ Aï„, — A==)dA, 


oij A représente cos B, la limite supérieure (qui était -4- 1 
dans le cas de la formule primitive de Poisson) étant, cette 
fois. 


A 


0 


X 


0 


tç 


On obtiendra (33 bis) si on remplace, sous le signe 
JHo par 


(360 


dPR, 

dto 



VT 


A- 


âon, 

dp 


f 


Ceci n’est plus égal à la dérivée (35) : il manque le terme 

) 

correspondant au fait que A,, est une fonction de to. 

Laquelle des deux expressions (35) ou (35 bis) doit-on 
introduire dans la formule? On aura facilement la réponse 
si on se rappelle que le terme en question est dû à la 
quantité (20) du n*’ 143 . 

Or, si on suppose que S (représenté par une ligne brisée 
sur la figure 29) se compose de deux parties S et S se 
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rencontrant sous un oertain angle, il est clair que T inté- 
grale correspondante (20) doit être prise sur chacune d’elles 
séparément, par la méthode du 11“ 143 ou du n® 144; et, 
pour ce dernier, aucun déplacement du contour de S, quand 
V varie, n’aura à se produire en raison de la présence de S, 
de sorte que, partout ailleurs que sur T, les contours de 
S et de Sv devront se correspondre 
l’un à l’autre par projection trans- 
versale, le S, total devant se cons- 
truire comme on l’a représenté 
(fig. 20) par des lignes poiintillées. 

Ainsi, aucun terme aux limites 
n’aura h correspondre à l’aréte 
commune de S et S (comme cela 
apparaîtrait aussi par simple appli- 
cation d u n'' 143). 

Par conséquent, dans le problème particulier ci-dessus 
considéré, le terme (37) ne doit pas être introduit. Le véri- 
table terme en Hq contient (33 bis) et non pas (33) et la 
formule complète est : 



(38) 


4 JJ 9d0d<p^ 


-h 



d-L 

1 dr âU(t — r 
r dn ât ^ ^ ^ dn 


ds 


OÙ les intégrales du premier crochet sont prises pour t ~ 0, 
sur une portion de sphère comprise dans le domaine donné, 
tandis que l’intégrale du second crochet est un potentiel 
retardé relatif à o-q. 

153. Remarques. — La quantité (38) est solution de V équa- 
tion aux dérivées partielles. D’une manière générale, cette 
propriété appartient aux expressions (29)-(29 ter) calculées 
dans ce qui précède, même si la frontière admet des arêtes 
anguleuses telles que celles que nous venons de considérer. Il 
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y a plus : elle ne suppose aucune condition de concordance, 
le long de l’arête, entre les données relatives aux deux par- 
ties de S; pour l’expression (38), par exemple, elle ne sup- 
pose pas que les valeurs de u ou de sa dérivée normale, 
calculées le long de 5 et pour t = 0 k l’aide des données 
relatives à l’hypercylindre, coïncident avec celles que four- 
nissent les données de Poisson relatives à i = 0 . Elle 
subsisterait, de même, si ces données étaient affectées de 
n’importe quelles discontinuités de première espèce (en 
nombre fini). 

En effet, le raisonnement du n° 115 (Liv. III), relatif à 
m impair, subsiste si on limite l’ hyper surface S par une 
arête fixe quelconque et qu’on convienne de n’étendre les 
intégrales SS tfu’à la portion de So ainsi limitée; d’autre 
part, une variété S k arêtes anguleuses, ou le long de 
laquelle les données présenteraient une discontinuité de 
première espèce, pourrait évidemment être considérée 
comme un système de variétés limitées à la manière qui 
vient d’être supposée. Enfin, la propriété ainsi établie pour 
m impair s’étend d’elle-même à m pair par voie de descente, 
puisqu’on peut ainsi regarder les deux problèmes comme 
équivalents. 

En ce qui concerne les conditions définies, îa question ne 
se pose pas. Il est clair : 

que, pour celles qui sont relatives k t — 0 , elle n’est pas 
autre que dans le cas de Poisson, la formule (38) se rédui- 
sant à la formule de Poisson au voisinage de t = o; 

que, par contre, celles qui sont relatives à l’hypercylindre 
ne sont pas vérifiées en général : nous savons que le pro- 
blème n’est pas correctement posé. 


154 . c) Uéquation des ondes sphériques amorties, -r~ 
L’équation 


(E3) 


â^u d^u â^u â^u 

ât^ dx^ ôy^ dz^ 


a été étudiée dans les travaux de MM. Birkeland, Carvallo, 



ONDES AMORTIES 


333 


Weber, Brillouin (^), «et plus tard dans plusieurs notes de 
M. Tedone (^). En comparant cette équation à la précé- 
dente ( 63 ), on voit que T sera le même, et on peut encore 
prendre V = 1 , comme on Ta remarqué au Livre II (n° 69), 
de sorte qu’on doit inscrire les mêmes termes que dans les 
calculs précédents (n®* 151-153), avec, en plus, un terme 
en V de la formule (28), où [la solution élémentaire étant 
donnée par la formule (61 his), n*^ 69] on a : 


K 


b 




i (A.) désignant toujours 

r A A* A‘ 1 

l_i + lî + + •••• + TjTiyr + - J 

Si S est rhyperplan t = o, la formule sera ( en remar- 
quant que est, dans ce cas, égal à 


(39) U, 


[<0 4- f„ (Uj) 

(Uj) j'dr 4- Y y “r'M,. (u„) j' dr, 


OÙ le symbole M a la même signification que précédemment, 


et où rarguiîient qui figure dans f est K 


L’identité 


de ce résultat avec la conclusion des ouvrages cités (par 
exemple, Weber ou Brillouin) se vérifie sans aucune 
difficulté. 

Quand S consiste en une portion de t = 0 (c’est-à-dire 
d’espace ordinaire) limitée par une surface 5 , et en un 


(1) Birkcland, C. /?. Ac. Sc., t. CXX (189»), p. 1046; Carvallo, ibid., 
H janvier 189»; /Weber, dans Partielle Differentialgleichungen der Math. 
Physik, t. II, édition de 1901, p. 310; Brillouin, C, R. Ac. Sc., t. XXXVI, 
1903, p. 667. 

(i) llendic. Acc. Lincei, 5® série, t. XXII (1013, semestre), p. 757; 
t. XXIII (1914, !«• semestre), p. 63, 120, 473. 
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h}^percyflindr-e de ba-se s (voir Brillouin, loc. cit.) les termes 
(38) doivent etre complétés par les suivants (l’argument de 



4 - 


I fffuj^xdyd. + I ^ J Jfnj'dxdydz 
K f P — dr 

ijj “•T'" 


Les deux premiers termes ne diffèrent des termes de 
l’intégrale correspondante (39) (au facteur 4;r près) que 
par le fait que 




4 «- 


Jf ^i (^0 + ^sin^ (*089,1/0 H-rsin <9 sin^^, 2^4- r- COS ( 9 j sin âdddf 



(i — 0,1) 


est remplacé par une intégrale étendue seulement à une 
partie de la sphère correspondante, comme au n” précé- 
dent. Le second terme, par exemple, peut s’écrire 



les intégrales doubles se rapportant à de telles portions de 
sphères. 

Pour une forme arbitraire de S, cas que M. Tedone a 
aussi considéré (0, In formule est : 



le calcul du dernier terme doit se faire comme on Ta établi 
au n® 153, dans le cas où S aurait des arêtes vives. 


(1) Les résultats de M. Tedone ont une apparence tout à fait différente 
au premier abord [une transformation convenable étant même nécessaire 
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:535 

155 . d) Equations à un plus grand nombre de variables. 

— Les équations du même type à (5, 8 .... variables seront 
traitées de la même manière par application de la formule 
(29), ou (29 bis). 

Prenons simplement Téquation des « ondes hyper 
sphériques » (ordinaires) : 

/ \ â^u â^u d^u 

et suipposons que S est J/hyperplan t = o, avec > o. 
Comme V est encore égal à 1 et V h o, on trouve la même 
simplification que précédemment, do-y est donné par 




rfS 

|d>i 


2r dr 


-- -L 




d^m -2 désignant un élément de la surface hypersphérique 
de rayon 1. Comme dy ~ — 2rdr, on voit que le facteur 
( — l)""! est ainsi détruit et que (0 


(40) 





('.--7/.,. «A- 


A. 
dh V ‘^Kdt 




pour trouver la formule (39) à laquelle arrive Weber] et s’obtiennent 
par une méthode très différente, impliquant ia résolution de certaines 
équations intégrales. Ceci est dû, C/xactement comme dans le cas de 
M. Coulon (V. Livre III, n" 79), à Timpossibilité, qu’on voit maintenant 
être plus radicale même que pour m impair, d’introduire directement la 
solution élémentaire, de sorte qu’on doit employer h sa place des substi- 
tutions plus ou moins indirectes. Cette nécessité, d’uti autre côié, n’est 
pas dépourvue d'avantages, car elle donne lieu à des identités intégrales 
suggestives concernant les fonctions de Bessel : sujet qui se relie à cer- 
taines conséquences de ce que nous avons appelé la « proposition A » 
au Livre II, n® 33. 

(1) Pour employer l’expression (29 bis), il est nécessaire, cette fois, que 
la différentiation 

A- /_ _ J-\ 

dv \- ôt dt, J 

d 

soit faite en dernier, puisqu’elle doit s’appliquer au dénominateur 
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Si Mi(r) désigne la valeur moyenne de Ui sur la surface 
hypersphérique de rayon r, on peut écrire : 


(400 -ô 


J: 

dt. 




La solution obtenue par M. Tedone en 1898 (Annali di Mat., 
loc. cit.) est d’apparence différente, le terme en u^, par exemple, 
étant 

mj~2 

(41) 


OÙ les A sont des constantes numériques. Il est évident, par 
simple examen, que 

d \w^-2 


2rdr 


\ I |-^2m,-3 J 


est de la forme ci-dessus : les A peuvent être considérés comme 
définis par la relation, identique en A, 


(410 n(A) = ^ (X + 3) (X + 5) .... (X + 2m, - 3) 

— Ao (A -f- 2) (A -f- 3) — (A -f- — 1) H- — 

— AjiiX -f- 2) (A — |- 3) .... (A -j— fïi^ — h 1) — 


4- 4- 2) 4- ^rn-2^ 


comme on le voit en posant M^Cr) = et en observant,* d’un 
autre côté, qu’une telle identité en A peut s’écrire d’une manière 
et d’une seule. Une méthode simple pour la détermination (0 des 
constantes A^ consiste à représenter le premier membre II (A) de 
l’égalité précédente par l’intégrale de contour 


n(A') 


(m,-2)l 

2t7r 


l 


\+3 

(i-z) ~ 


dz 


(1) Cotte détermination pourrait sans doute se déduire également de 
la théorie de rinterpolation [le dernier membre de (.41') se ramenant 
immédiatement à un polynôme de Newton] ou de la th^rie de« séries 
de faeultés. 



ONDES HYPERSPHÉRIQUES 


337 


(intégration le long d’une ligne fermée autour de l’origine, comme 
d’ordinaire). Si on pose 

1 — 2 (1 — Z)2 d où : 2 2Z — Z^ 


cette intégrale devient (le nouveau chemin d’intégration C' entou- 
rant l’origine de la même manière que C) 


Il fA) 


(m, -2)! 

2t7r 


(1 — Z)-<^+2)dZ 



/ Z 

OU, finalement, en développant M — ~ 1 ainsi que 

(1 — suivant les puissances de Z et en ne retenant que 

1 

les termes en y dans la quantité à intégrer : 


n(À) 


(m^ — 2 + h) I 
' 2j 2- -2+Vi!(m, — 2 —h) 


■(A4-2)-.-.(A-hm,— /i- 1), 


de sorte que les coefficients qu’on doit substituer dans (41) 
sont 


(m, — 2-|-/i)I 
■2"‘-2+^hl(m, — 2— /i)!’ 


Naturellement, les termes en Uq se déduisent de ce qui précède 

-i- h / d 

au lieu de ( 1 et ceci donne [en 


en écrivant 


tenant compte du coefficient du premier membre de (40)1 la forme 
donnée au résultat par M. Tedone [foc. cit., formule (24)]. 


3. — Un type de problème mixte. Application à la possibilité 
du problème de Cauchy. 

156. Reprenons la formule (38), n° 152. Elle nous per- 
met de trouver une solution u de (ca), en supposant qu’on 
connaisse les données de Cauchy à la fois pour f == o et 
pour Æ = O. 

Mais nous savons qu’un tel problème n’est pas correc- 
tement posé. Pour satisfaire à cette condition, on doit le 
remplacer, comme nous l’avons déjà dit au Livre I, par un 
problème mixte. 

Hàdamârd. 22 
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Nous reviendrons, à la fin de Touvrage (^) sur cette caté- 
gorie de questions. Mais nous devons noter dès à présent, à 
leur égard, une remarque générale. La résolution de tout 
problème mixte, relatif à deux hypersurfaces S' et S" dont 
la première, orientée dans l’espace, porte des données de 
Cauchy, la seconde (orientée dans le temps) la donnée de 
la seule valeur de u, et qui comprennent entre elles une 
caractéristique C passant par leur arête d’intersection 5 , se 
compose en réalité de deux parties : tout d’abord la déter- 
mination de la solution dans la région 1 comprise entre S' 
et (3, ce qui est purement et simplement le problème de 
Cauchy; puis le calcul, dans la région 2 comprise entre 
C et S", de cette même solution, déterminée par ses valeurs 
sur C (celles que fournit l’opération précédente) et par ses 
valeurs sur S". Ce dernier problème est celui qui a été exa- 
miné (du moins dans le cas des données analytiques) au 
n° 51 et auquel le problème mixte est, on le voit, équiva- 
lent, une fois le problème de Cauchy préalablement résolu. 

Toutefois, la fonction cherchée w, ainsi déterminée par 
ces deux opérations différentes, n’admettra des dérivées 
jusqu’à un certain ordre continues au passage de C que si 
les deux fonctions qui la représentent dans 1 et dans 2 
respectivement ont entre elles un contact de cet ordre en 
tous les points de <3. D’après ce qui a été dit au n'’ 28 
(Livi’e II), c’est ce qui devra avoir lieu au moins pour 
l’ordre un. 

Les remarques du n*" 51 bis permettent de simplifier 
notablement l’étude de cette concordance. D’après ces 
remarques, il suffira qu’elle ait lieu en un point de chaque 
bicaractéristique située sur <3 et, en particulier, en chaque 
point de l’arête d’intersection s dont la caractéristique (3 
est issue, puisque (dans les applications) cette arête n’est 
tangente à aucune bicaractéristique. Or, c’est ce dont on 
peut s’assurer par l’examen des données mêmes de ia 
question, ainsi que nous allons le faire dans le cas simple 
auquel nous nous bornerons ici. 


(1) V. Appendice II. 
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(je ca« est celui de la frontière plane (^), qui relève d’une 
méthode appartenant à la catégorie ci-dessus mentionnée, à 
savoir de la méthode des images, dassique en théorie du 
potentiel. L’artifice s’applique aussi bien à (ca) qu’à (cg) : 
développons-la pour oette dernière équation [dont îa théorie 
ainsi qu’on le sait, implique celle de (ca)] . Le problème 
consiste à trouver la quantité u déterminée par l’équation 


(e.) 


æu 

âx^ ây^ âz^ 

de “ ^ 

et par 

les conditions définies 



/ ^ àu 


(C,) 

U = u^(x, y, z); — 

— w, (a;, y, z) 



(pour t ~ 0, X 0), 

(G,) 

w == U (y, t) ; 

(pour a; = 0, f > 0), 


étant bien entendu que les quantités données des seconds 
membres satisfont aux conditions 

(42) Uo(o, y, z) = U (y, s, o), 

(43) Ui(o, y, z) =~ (y, z, o). 

Si le demi-conoïde rétrograde de sommet a, limité à 
t = 0, ne rencontre pas x " o, a est donné par la formule 
de Poisson. 

Dans le cas contraire, si on connaissait les valeurs de 

dn ~ "dàT de X — o, le problème serait résolu 

par la formule (38), ou encore 

(44) 4;rUo = L -j- I 3 , 

OÙ II est la première ligne du second membre de (38), consti- 
tuée par une partie de chacune des intégrales de Poisson 


(1) Contrairement au problème de Cauchy, le problème mixte fait inter- 
venir d’une façon très profonde la forme de la frontière (nous avona 
en vue la partie de la frontière qui ne porte pas les données de 
Cauchy). Ainsi, pour le cas de deux . variaWes indépendantes, le pro- 
blème du câble éleçtrique à contact glissant 24 bis) demandera des 
calculs très différents suivant les différentes lois de mouvement do 
contact. 
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(savoir la partie relative à la partie o- de la sphère <r de 
rayon to qui est du côté positif de x = o), et où I 2 est 
r intégrale de Kirchhoff le long de j: — o 



i dr du , — r 

1 r ■+■ ^ “~7~ 

r dn ât dn 


ds, 


U, étant égal ^ surligné ayant le meme 

sens qu’au n'’ 151. _ 

Il reste à éliminer ces valeurs de Ui dans la dernière 
intégrale. C’est ce qu’on obtient en introduisant le point 
a ( — Xo, yo, 2o) symétrique de a par rapport à x — 0 . Soit r' 
la partie du conoïde caractéristique correspondant (demi- 
conoïde rétrograde de sommet a) qui est dams la région 



utile X > O, t > o; soit cr' (üg. 30) la trace de T' sur f — o 
(portion de surface sphérique dans l’espace ordinaire) (0- 
La somme 

1/ + V - 1/ 

analogue au second membre de (44), mais pour laquelle on 



(1) La figure correspondante (fig. 29) [gui serait la ûgure complète pour 
(e^)] représente la projection de la vraie figure à quatre dimensions sur 
l'espace {x, y, t). 



un PROBLÈME MIXTE 


:mi 


j*ail du point a au lieu de a — de sorte qu’on introduit 
r' = (x ^ x — 1/oP + (z ~ 

au lieu de r — et où, de plus, 1/ se rapporte à o-' et non 
plus à O-, est nulle, car le domaine d’intégration correspon- 
dant ne comprend pas le sommet a' (voir n® 146 ). Une telle 
somme peut donc être retranchée de (44), et cette com- 
binaison : 

U ^ I, -f- I, - 1/ — I/, 


est celle que nous cherchoyis . Car, les valeurs de r et de r 
étant égales entre elles en chaque point de x — o, les ter- 
mes en Ui disparaissent dans la différence U — I 2 '. 

Les autres termes de L — U' se doublent l’un l’autre, 

1 1 

d -i d ^ 

Y y' 

puisque les valeurs de — ; — rt — r — prises le long de a = o 
dndn 

sont opposées : de sorte que (^) 


(45) 


J2 


4;r 


K') 


2n 



1 dr du 
Y dn ât 



ds. 


Il — 1/ est une intégrale double relative à un système 
de deux calottes sphériques. Elle peut s’exprimer })liis sim- 
plement en supposant fictivement que les valeurs de u et Ui 
du côté négatif du plan t ~ o (c’est-à-dire relatives à 
t — o, a; < o) sont respectivement opposées aux valeurs 
correspondantes du côté positif, savoir : 

(46) u,( — X, y, z) ~ — Uiix, y, z) (i = o, 1), 


(1) Tout plan S" orienté dans le temps ïKîiit être étudié de la môme 
manière (qu’il soit normal ou oblique- à t — o), «ir on sait que (Cg) 
peut être transformé en lui-même par une transformation linéaire en 
X, y, Z, t telle que S" devienne parallèle au nouvel axe des t. Dans 
l’espace non-transformé, le cône F' aura avec S" bi même intersection 
que r, la ligne qui joint les deux sommets étant transversale è S" et 
divisée par S" en. deux parties égales. 

Mentionnons d’un mot les remarques importantes de M. Volt<>rra 
(London Proceedings, 1904, et conférences de Stockholm) sur la manière 
toute particulière dont se comporte cette méthode des images dans le cas 
hperbolique (V, App. II). 
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moyennant quoi Ii — 1/ s’exprime par des intégrales 
doubl-es étendues à toute la surface de la sphère cr, et tout 
à fait semblables au second membre de la formule de 
Poisson. 

Remarques. — La solution précédente est, conformément 
à ce que nous avons noté un peu plus haut, donnée par 
deux expressions analytiques difféi’entes suivant que l’on 
est d'un côté ou de l’autre de l’hyperplan c’est-à-dire 

de la caractéristique C (intérieure au domaine dans lequel 
nous opérons) menée par l’arête commune aux deux parties 
x ~ O, ^ — o de la frontière qui porte les données. 

Dans la seconde de ces expressions, d’après (46), les 
valeurs de i/o et de iii introduites sous le signe d’intégration 
sont discontinues le long de l’arête si elles ne s’y annulent 
pas. Par contre, en vertu de la même relation, la continuité 

n’est pas rompue en ce qui regarde les valeurs de 

157. La vérification de cette solution est, comme toujours, 
nécessaire. 

Il n’y a plus aucune difficulté en ce qui concerne l’équa- 
tion aux dérivées partielles : car elle est vérifiée (Cf. 153) 
par L -f- la, et aussi (puisque l’équation ne change pas 
lorsqu’on change ^ en — x) par 1/ 4- L'. 

Quant aux conditions de Cauchy, il n’y a, nous l’avons 
vu égailement, aucune différence entre le cas actuel et celui 
de Poisson. 

Supposons maintenant que le point (xo, i/o, 2o, fo) atteigne 
le plan x = o. Les termes R — 1/ du type de Poisson 
disparaissent, comme devenant exactement égaux au signe 
près. Le terme 

2 

dans lequel est fini, se comporte comme le potentiel 

d’une simple couche : il est, par conséquent, continu et 
prend la valeur o; le terme restant 



//i 


dr 

dn 


du 

ir 
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se comporte comme le potentiel d'une double couche, et 
devient donc (la quantité à intégrer étant identiquement 
nulle quand 5 prend sa position limite P, comme il est bien 
connu) égal à 47rwp : c’est donc aussi la valeur limite de 
4îrMo- 

La même vérification se fait encore aisément en introduisant, 
dans le calcul de Jg, une notation analogue à celle du n® 152 et 
relative à la frontière t = o. On construira, avec les valeurs 
de U, la valeur moyenne 


(Lp) — 3^ iy Qy ^0’ t, p) 

1 

^ Jo ^ ^ P sin <P, t) d<p 


de u(î/, Z, t) le long de la circonférence de centre (^ 0 , t) et 
de rayon p, valeur qui, moyennant les formules de concordance 
(42), (43), vérifiera les relations 

Acrr 

DI (O, P) = (o,p) , io,p) = OR, {o,p) ; 

h Taide de cette quantité iTi, le terme Ja s’exprimera par la 
formule 



x„ z„v^l — A*\ , dDl'] 

T’- — Â 


•T 

avec A. ™ 

° t 

âfft 

On peut chasser de cette expression la dérivée partielle 

en introduisant la dérivée totale 


' Xo àSfl 1 â9l 

dX A* ât AVI — dp ' 

et remarquant, d’autre part, que chacune des valeurs moyennes 
^ 0 . ^ est, par sa nature même, paire en p, de sorte que 

oette valeur moyenne s'exprimera et sera dérivable (au moins une 
fois, comme on le voit aisément à l'aide de la formule de 
Taylor, si it, ou u admet des dérivées premières et secondes 
continues) en fonction de p* = R, même pour R == o, et qu’on 
pourra écrire la relation précédente 

ddt a;, dm. dfZl 

dX "" X^ dt A» dR 
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O. ddl 

bi nous tirons —^ ■■ de cette relation pour le porter dans (47), 

la dérivée totale de {Xdt) est mise en évidence et il vient, en 
remarquant que o) = u(i/o, t) : 






^ (î/o’ ^ 0 ’ ^0 ^o) 

ddl 


dDl 
A* âR 

X 


d\ 


- ^ (o, v/to"" — ) 




âR 


d\, 


expression qui se réduit bien à u(tj — u(î/o, «o) lorsque 
s’annule (^), étant donné que le dernier terme est inférieur en 
valeur absolue à 

-f — - 2 xX^', 

en désignant par N' une borne supérieure de la valeur absolue de 

la derivôe — — 

{/H 

Quand au terme — I/, il disparaît, comme il a été dit plus 
haut. 

Remarque. — Une conclusion analogue s’appliijue à 
ainsi que nous aurons besoin de le noter dans un instant : 
autrement dit, cette quantité tend vers lorsque Xo tend 

ut^^ 


vers zéro. En effet, la quantité s’annulera, dans 

Ot^^ OIq 

oes conditions, pour la meme raison que U — I/; et, dans les 
termes relatifs à la paroi orientée dans le temps, tout se 
passeia, à des termes près (intégrales curvilignes prises le 
long de cercles sur l’arête x = t = o) qui sont nuis avec Xo, 


àW 


comme si u était remplacé par 


du 

âl 


(1) Il faudrait (cf. 29) considérer à part le cas où tendrait vers zéro 
en même temps que : la limite de l’expression obtenue dans le texte 

dépendrait alors de celle du rapport-^. La conclusion énoncée sabsiste- 

rait cependant, mais seulement, cette fois, grâce à l’intervention des 
termes en (u^), dont la valeur limite, comme il résulte de la formule 
f4U) ci-après, dépendrait alors également de celle de A^. 
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457 bis, La démonstration est complète en apparence. En 
réalité, nous savons qu’il n’en est rien. Il faut s’assurer 
(Cf. 28) que u et ses dérivées premières sont continues sur 
l’byperplan x = t, qui est la caractéristique menée par 
rareté commune 5 aux deux parties de S : sans quoi on 
aurait construit une solution vérifiant (C3) et une solution 
vérifiant (C3), mais l’ensemble des deux fonctions ainsi 
construites ne devrait pas être regardée comme une solution 
vérifiant les diverses conditions du problème. 

Mais cette question est résolue par les remarques du 
n“ 453. Si la concordance existe pour u lui^même, nous 
savons qu’en ce qui regarde les dérivées premières, il suffit 
(54 bis) de la vérifier pour x = 1 = o. Encore suffit-il, en 
ce qui regarde ces dérivées, de considérer Vune d’entre 
du 


par exemple puisque la concordance des valeurs 

OIq 

, -T — résulte de celle des valeurs de u et que (Cf. Liv. l 

àyo ôZq 

et Leçons sur la propagation des ondes, Liv. II, 11° 72), la 
du 


elles, 

, du 
de 


valeur de 
du 
àto 

du - 




tant dans 1 que dans 2, est liée à celles de u 


et de 


par la relation 


du 

àxo 


dx„ 


du 

àto 


dL 


du 

àyo 




du 

àz^ 


pour tout (Icplacement effectué sur C, c’est-à-dire pour 
dxo “ dto. 

Or, pour les memes raisons qu’au Livre II, n'’ 29, la 
continuité de u est évidente (0- D’autre part, il résulte 

du n° précédent que la valeur de prise dans la 

, , du 

région 2 n’e^t autre que la valeur correspondante de 

tandis que dans la région 4, elle est celle de /o; et nous 
avons admis entre elles la relation de concordance (43) 


(1) Ici encore, il faut mettre à part le cas d’un point pri.s sur l’arête 
elle-même, et où (Cf. Livre II, loc. cit.) la concordance résulterait de celle 
deg données elles-mêmes, exprimée par la relation (42). 
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La vérification directe est encore aisée à Taide des notations 
introduites ci-dessus. Dans la région 1 qui correspond h x > t, 
les intégrales JTlo, JUj font connaître Mf,j(ito) et par 

les expressions 


(48)- 


et 




M, 


dup 

dr 


par 


1 /’+idJllo 


1 

2 y.i 


dtn 


dA, 


QÙ est donné par l’expression (33), n** 153. 

uto 


Dans la région 2(x < t), les quantités (t = 0,1) seront, 

en tenant compte de notre distribution fictive pour les valeurs 
négatives de x (et avec la signification précédemment indiquée 
de Ao) : 


(49) 


M 


-f 


JViiiXtQ — Xo, — A^)dA. 




se composera également de deux inté- 


La quantité M/ 

grales prises l’une de ~ 1 à Xq et l’autre (soustractive) de A^ à 1. 
Mais dans cette dernière, le premier argument qui figure dans la 
fonction Jîlo étant x = — Xq, l’expression de la dérivée 

diffère de (35 bis) par le changement de signe du premier terme; 
on a, dès lors, 



et la première intégrale portera sur une quantité continue dans 
tout l’intervalle d’intégration (quoiqu’ayant deux expressions 
différentes dans les deux parties de cet intervalle, conformément 
à ce qui a été dit au n® 156, Rem.). 

se calcule par la formule (47). Chacun des termes ainsi 
calculés et leurs dérivées premières seront continues dans 2 comme 
dans 1. Au passage de 1 à 2, A^ passant par la valeur 1, la 
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continuité de u subsiste, les termes nouveaux qui y apparaissent 
(savoir des intégrales de à 1) commençant par être infini- 
tésimaux (Cf. 29). 

Dans les expressions des dérivées premières s’introduisent au 
contraire les intégrales curvilignes dont nous avons ‘parlé au 
n® 29, et qui ne sont, ici, autre chose que les termes qui, dans 
la différentiation de (49), correspondent à la variabilité de la 
limite d’intégration Aq, termes qui se doublent T un l’autre. Les 
moyennes se réduisant, pour p = o, à la valeur de au 
point unique auquel se réduit le cercle correspondant, on aura, en 
ce qui concerne, par exemple, la dérivée par rapport à to» 
terme complémentaire 

(51) — -p (o> y»’ ^o<) + MoJ = — J- Ml + «o) • 


Quant à la quantité (50), elle ne donne lieu à aucun terme de 
cette espèce, puisque, nous l’avons vu, son premier terme con- 
tient, sous J* , une quantité continue et que, d’autre part, le 

passage par la caractéristique correspond à A^, = 1 et à p = o, 
ô3VL 

d’où (n’’ précédent) : — ~ (). 

dp 

Ainsi, la dérivée de -f- 1/ par rapport à subit la disconti- 
nuité (51). 

Mais cette discontinuité est exactement compensée par celle qui 
1 dJ 

est relative à • —H., lequel est nul dans 1 et qui prend 
dans 2 [comme on le voit d’après (47)] la valeur initiale 


[égale à (51)] 




(o,o) -hx 


0 



158. Nous allons nous servir de cette solution du pro- 
blème mixte relatif à une frontière plane pour l’étude 
d’une question qui s’est présentée au Livre I, n® 27, 
oo.ncernant le problème de Cauchy par rapport à (cg) et 
à x = O, c’est-à-dire le problème qui consiste à trouver 
u(x, y, t) tel que (w étant encore pris égal à i) 


d^u d^u d^u 

d?* W 

et que 

du 

(52) U = Mo (y, Z, t), ^ 
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OU le problème correspondant pour c’est-à-dire celui de 
trouver u{x, y, t) tel que 

â^u âhi â^u 

et que 

âu 

(520 n (y, <) , — (y, t) (pour x — o). 


On a vu qu’il n’existe, en général, pas de solution; et, 
par conséquent, comme aux n®* 15 bis, 16, pour Au = o, 
ou pour l’équation de la chaleur, la question se pose de 
trouver pour quelles valeurs de et îc la solution existera. 

Une condition sujfisante très simple a été découverte par 
M. Volterra (0 : savoir cpie la solution existera certainement 
si Uo et sont analytiques en y, z [pour l’équaliion (cg)] 
ou en y [pour l’équation (ea)], quelle que soit la manière 
(régulière) dont ils dépendent de t. 

Pour le voir, il suffit de reuiuriiuer que les équations 
différentielles ne changent pas quainl on cliange x en il et 
t en ix. 

Si, par conséquent, en raisonnant sur (c.,), on écrit 
l’expression 


JL 

4 - 


âx 



{}j -f- ix sin 0 cos cp, z ix sin 6 sin çc, 


? “h X cos 9) 


sin OdSch 


] 


elle vérifiera encore Uéquation différentielle (la vérification 
de ce fait reste encore valable dans le nouveau cas si on la 
prend sous la forme que nous lui avons donnée au Livre IL 
n° 28 bis). Ceci est vrai aussi, naturellement, pour 


X 





[y -I- ix sin 6 cas sin 6 sin <p,t-\-x cos 9) sin 6 dô 


(1) Ce qui suit équivaut au «ontenu de son article de la Rivista di 
Matcnuiiica, t. IV, 1894, p. i-14. 
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et la somme de ces deux termes satisfera aux conditions aux 
limites si on prend pour Uq et iii les données (52) du 
problème. 

Naturellement, ceci suppose que Uo et Ui sont analytiques 
en y, z, puisque des valeurs imaginaires de ces dernières 
variables s’introduisent dans le calcul. 

Un raisonnement tout à fait semblable s’applique au pro- 
blème relatif è (ca), si on traite ila formule (!'), ’ Livre II, 
n° 30 bis, qui intègre cette équation, comme nous venons 
de traiter la formule de Poisson. 

159. Peut-on maintenant trouver un système de condi- 
tions nécessaires et suffisantes? La solution précédente du 
problème mixte apporte une réponse, très im])arfaite, il 
est vrai, à cette question, ainsi que nous l’avons montré au 
séminaire de M. Vol terra, à Home, en 1916 (’). 

Comme nous l’avons fait dans des exemples jiiécé* 
dents, on prend Uo comme donné arbitrairement d’avance, 
et on essaye de trouver la forme admissible la plus géné- 
rale pour Uy en cherchant la forme la plus générale de la 
solution U. C’est ce qu’on peut faire en considérant u 
oommie la solution du problème mixte, c’est-à-dire, comme 
étant défini par les conditions du n"" 156, dans lequel nous 
prendrons toutefois, au lieu du plan initial t = o, un 
plan parallèle convenablement choisi t = 0 pour porter 
les données de Cauchy, de sorte qu'on écrira (interver- 
tissant, d’autre part, les notations pour les données) : 

U — Uo(r, y, z), = Ui(x, y, z) , pour t — Ô, x ^ o, 

ot 

U = Uq (y, z, t) , pour x = o, 

La quantité 0 est arbitraire : on peut admettre, par consé- 
quent, qu’elle appartient à un intervalle de valeurs de t 
pour lequel Uo est régulier, ou même qu’elle est arbitrai- 
rement voisine des valeurs de t qu’on considère spécia- 
lement. 


(1) Le principe du calcul du n® 160 a été donné par nous en 1901 à 
Princeton (voir Princeton University Bulletin, t. XIII, 1902). 
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Ainsi qu’il à été trouvé ci-dessus, rexpression (45) 
donne, les M désignant des moyennes prises avec la con- 
vention (46) de la fin du n° 156, 

^ ( U o) 4- (<o— 0) (“^) J ’ 

dont on doit prendre la dérivée par rapport à x pooir x == o, 
si on veut oibtenir une expression de Ui. 

En procédant de nouveau comme au Livre I, n^s 15 bis, 16, 
on observe que le premier terme, qui est le seul qui dépende 
de la fonction donnée Uq, conduira à une des solutions 
possibles : on ne tiendra aucun compte de sa forme, et on 
ne la soumettra ultérieurement à aucune transformation. 

Cependant, sous la forme précédente, les termes qui 
restent ne sont pas complètement indépendants de Uo, 
puisque Uo et U, sont soumis aux conditions (42) et (43). On 
évite oet inconvénient en écrivant 

Uy(x, y, z) = Uo(y, z, o) -H- Uo(a?, y, z), 

VL^(x, y, z) =z-^(y, z, 6) -h U^Cx, y, z), 


Uo et Ui étant, assujettis à s’annuler avec x. Les termes 

ôu 

obtenus en remplaçant Uo et Ui, par Uo(o, y, z) et ~~ (o, y, z) 

1 

seront considérés comme faisant un tout avec-^ Ja. 


Etudions la partie restante 


(53) u' = (U„) + (f„ - 6) 


dUo 

dr 




dans laquelle Uo et Uj sont ici assujettis à s’annuler pour 
a: = 0 , et qui représente l’expressibn la plus générale 
d’une solution de (cg) dont les valeurs pour x == o sont 
nulles partout. Sur ce même hyperplan a; = o, nous avons 
à obtenir la valeur la plus générale w/ du coefficient 

différentiel 

On voit facilement (en combinant entre eux les éléments 
correspondants des deux surfaces sphériques le long 
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desquelles on a pris les M, c'est-à-dire les éléments qui 
ont la même projection sur x = o) que — en tenant 
compte des conditions Uo(o, t/, z) = Ui(o, y, z) = o — la 
dérivée en question est (^) : 



= MV.(U',) + (t„ - 6) [mv, (^”) + (U/)], 

les valeurs moyennes M' étant prises maintenant sur 
r hémisphère o- [centre (o, y, z), rayon to — qui est situé 
dans la région des x positifs, et Uo', Ui' désignant les 
dérivées de Uo, Ui par rapport à x (pour x positif quel- 
conque). On observe immédiatement que celles-ci sont des 
fonctions arbitraires de x, y, z, un choix quelconque de Uo', 
par exemple, donnant 

ü, = Jjv,' dx. 

Si, réciproquement, w/ est donné, le problème de trou- 
ver U se réduit à la détermination de Uo', U/, c’est-à-dire 
à résoudre V équation (53'). 

160. C’est ce qu’on peut faire, du moins théoriquement, 
par la méthode suivante. D’abord, il est facile de séparer 
les deux termes du second membre de (53'). Car, en posant 
to — 6 = un d’entre eux est évidemment pair, et 
l’autre impair, en (', de sorte qu’on peut déterminer sépa- 
rément Uo' et Ui' par 

(34) ^ [«,' (o. y,z,e 4 - t') 

+ u/ (o, y,z,e — t') ], 


(1) Si on avait opéré sur et Uj et non et U,, c'est-à-dire sur des 
fonctions qui ne s’annulent pas avec x, la formule aurait contenu des 
termes complémentaires introduisant les valeurs moyennes de ces fonc- 
tions sur le cercle limite de Thémisphère. 
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qui équivaut k 

(55) rzr -i y,z,Ô O -h u/(o, t/, z, e —t') J dt' 

=rr. W (y, Z, i'j 

et par 

(550 ■ - Y ^ ^0 — îq' 0^» 2, (9 — i'; ] 

^ w; (y, s, t') . 

Chacune de ces équations ne doit êke considérée que 
pour t' positif, et est un cas pai’ticulier d'une équation 
intégrale de première espèce. 

Les quantités inconRues Uo' et Ui' n’étant assujetties qu’à 
être continues, nous multiplierons par l'dt' et nous inté- 
grerons depuis 0 jusqu’à t\ Le résultat [que nous n’avons 
besoin d’écrire que pour UoO puisque les premiers membres 
des deux équations (55) et (55') sont entièrement semblables] 
est'! 

r' t'Wdt' =. r ( ü ;) di\ 

i/o t/o 

et le second membre représente l’intégrale 

pour l’intérieur de l’hémisphère. 

Le principe du raisonnement consistera à observer que 
cette derniière intégrale admet une dérivée par rapport à 
chacune des variables y et z, sans faire aucune hypothèse 
sur Uo' autre que celle de la continuité. Car, si le centre 
(o, y^, Zo) de l’hémisphère est déplacé, parallèlement à l’axe 
des y, de dy, la nouvelle surface sphérique sera, dans le 
voisinage d’un point quelconque M (voiir la figure 31, qui est 
une section plane de la figure de l’espace), déplacée, dans 
le sens de la normale, de 

dy cos (n. y) = dy, 
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et le nouveau volume différera du primitif par des éléments 
cylindriques (additifs (m soustractifs), dont chacun a 



Fig. 31. 


y 

— P — - dy comme hauteur et l’élément t'^d^ comme base 
= sin B dBd<p), donnant un terme 
t'iy — !/o)Uo'da 

dans rintégrale. Ainsi, on a : 

= -i: /‘’™ = -èr/ff» - 

— t'M’,, [ (y — y„) U„'], 

et une expression similaire pour la dérivée par rapport à Zq. 

161. Définissons maintenant les deux opérations fonc- 
tionnelles et par les formules 

© * = A r 2, r't'iy (y ^ 2, 

dy Jo oz jo 

on voit que 

m\^[ iy - i/o)Uo'], \ w = [z - Zo)U/] . 

Mais on peut opérer sur (56) comme on l’a fait sur üo' 
lui-même. Par conséquent doit exister, ainsi quiC 

^ 1/0 ^^0 W (ce derniei* étant égal à W), ces deu3j 

quantités donnant respectivement les valeurs de 

m\^[(y - y,yv,'i mv[(t/ ~ 2 / 0 ) (^ - ^o)Uo']. 


Hadamard. 


83 
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On peut de nouveau leur appliquer à chacune d*elles les 
deux opérations ^ et on voit qu'on peut opérer ainsi un 
nombre quelconque de fois, que la fonction donnée w/ soit 
indéfiniment dérivable ou non (le dernier cas étant, natu- 
rellement, le cas général quand Uo' n'admet de dérivées que 
jusqu’à un certain ordre). On a 

(57) TnAVa. Z-o, t') = 

= - yo)^(z - u;]. 

On voit que ceci permet d’obtenir la valeur de toute inté- 
grée double telle que t'Mt'[P(y, z)Uo'] où P est un poly- 
nôme quelconque, puisque P peut être ordonné suivant les 
puissances de (y — yo), (z — Zo)- Pur exemple, en désignant 
par i/i, Zi un autre système de valeurs de z, la quantité 

(y-yo)Hz-z,) U'o 

peut s’écrire sous la forme 

2 Anicmniy — y — Z,)f^ Uo', 

de sorte que sa valeur moyenne sur un nouvel hémisphère o", 
de centre (o, z) et de rayon égal à t/, peut aussi être 
trouvée par une expression telle que 

(570 T'ftk(yo, ^o; l/l. ^1, h') = 'S^Auj.rnn'^rnniyi. h'). 


161 bis. Il reste à déterminer Uo' à l’aide de (57) [ou 
de (57')] : c’est une espèce de « problème des moments » 
dont la solution, si elle existe, peut s’obtenir par des 
méthodes connues. Par exemple, il suffit de considérer une 
intégrale telle que 


^ JJ- miv - Vn)^ + ~ vu 


Uo' (^, y, Z ) . t'^dù 



g;2(ïi+fc+i) 

h\k\ 


"^2», 2k (i/o» ^0» O 


étendue à l’hémisphère primitif <r [de sorte que ^ désigne 

^ (y ^ (aj — 
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et qui, pour K = oo, tend vers la limite Uo'(t', ÿo, ^o), — 
ou (^) une expression semblable formée avec les Ihk et 
tendant vers 

— (i/o — Vi)"* — (^0 — 

X 1^0 — (vo ~ !/i)® — Uo ~~ yo» ^o]- 


On a ainsi une série d’opérations qui doivent donner la 
solution Uo", s’il en existe une. Naturellement, on devra 
s’assurer que tel est le cas, c’est-à-dire que les valeurs de Uo^ 
trouvées de cette manière satisfont véritablement à l’équa- 
tion donnée (55), de telle sorte qu’un système de condi- 
tions nécessaires (et suffisantes) que u/ doit vérifier pour 
que Uo' existe sera le suivant : 

1° La fonction W(y, z, t') déduite de par (55), peut 
être soumise aux opérations 15g un nombre quelconque 
de fois dans un ordre quelconque (ces opérations étant même 
permutables); et ceci s’applique aussi à Wi; 

2^ Le résultat Thk (ou Tnk) doit être tel que 






'^2h,2fc ^l/o» ^0» ^o) > 


(ou aussi bien une combinaison analogue convenable en T') 
tende vers une limite pour K = oo; 

S'’ Cette limite Uo'(^o, yo, ^o) doit vérifier V équation (55). 


162. On peut appliquer la même méthode au problème 
correspondant pour ( 63 ). Il est clair que, les données étant 

les valeurs i/o = 0 et Ui (y y t) de u et de pour x — o, 

0X 


(1) On peut aussi considérer la quantité 

qu’on peut encore exprimer sous la forme et dont le quotient 

par 

a également pour limite quand l’exposant m devient infini. 
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l’équation précédente (b5) devra être remplacée (notations 
du n° 30, Livre II) par 


W = t>.,(üo'), 


c’est-à-dire par 

W(y., tO 

— — ff Vo(x,y)dxdy 

“ J J > O. -\- (y - < ««{ v'*'* — — Vo)’ 


i: 


U/ {t sin (p, H- t cos cp) dcp. 


La seule particularité distinguant ce cas du précédent 
est qu’une telle déduction doit se faire en résolvant d’abord 
une équation intégrale d’Abel, savoir : 


(58) 


(UoO = 


tdt 


W(y, 


Ceci une fois fait, on procéderait comme dans le cas 
précédent et on obtiendrait des conclusions tout à fait 
semblables. 


163. Le problème, dans l’un ou l’autre cas, est ainsi 
résolu, quoiqu’il le soit « très peu » au sens de Poincaré, en 
raison de la nature compliquée des conditions, et du fait 
que, par exemple, on ne peut pas même dire si là condition 
'^3®) du n® 161 bis est distincte des deux premières ou si elle 
en est une conséquence. 

De plus, ces conditions font jouer à la variable t un rôle 
tout à fait différent de celui que jouent les autres variables; 
et ceci ne devrait pas être : car ce problème est évidemment 
invariant par le groupe de Lorentz, ou, plus exactement, 
par le sous-groupe de celui-ci qui laisse x invariant et qui 
est, pour (ca) par exemple, le groupe bien connu 


( Xj' r=z y Cha -f- t Sha, 
=z y Sha -1“ t Cha. 


(a étant un paramètre arbitraire). 


Il est clair qu’il serait désirable d’écrire la solution sous 
une forme qui soit aussi invariante pour un tel groupe : 
tel serait le cas si on introduisait les variations de Wj', non 
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pas le long de parallèles aux axes de coordonnées, mais le 
long de bicaractéristiques. 

Les résultats obtenus au Livre I, n° 27, montrent que 
réquation intégrale (55) ou (58) n’a pas de solution quand 
Ui est indépendant de t et non -analytique en les autres 
variables; le résultat de M. Volterra montre qu’elle en a 
toujours une quand u/ est analytique en la ou les variables 
autres que t. Naturellement, tout ceci pourrait se mettre 
sous d’autres formes plus générales en utilisant le sous- 
groupe ci-dessus mentionné du groupe de Lorentz. 



CHAPITEE II 


AUTRES APPLICATIONS DU PRINCIPE DE DESCENTE 


I. — Descente de m pair à m impair. 

164. Nous avons obtenu la solution du problème à un 
nombre pair de variables indépendantes en la déduisant 
du résultat correspondant pour le cas de m impair, c’est- 
à-dire des formules données au Livre III. Pourrait-on faire 
l’inverse? Les formules présentes peuvent-elles mener (par 
descente) aux solutions relatives au cas de m impair? On 
va voir maintenant que ceci est possible, et même que la 
solution ainsi obtenue est plus avantageuse, sous certains 
rapports, que la première. 

Nous appliquerons la méthode de descente de la même 
manière que précédemment, en partant de la figure 23, 
p. 292, et de l’étude comparative des équations (E) et (E'), 
avec la seule différence que m sera maintenant un nombre 
impair, qu’on peut encore écrire m = 2mi H- 1, si, dans 
les formules ci-dessus, on change mi en mi + 1. De même, 
la relation 

P = r — (z — c)2 

(dans laquelle on supposera encore c nul) subsistera. Mais, 
au lieu de la formule (39) donnée au Livre III, on partira 
maintenant de la formule (29) ou (29 bis) du Livre IV, qu’on 
appliquera à (E^ : on introduira, par conséquent, les deux 
fonctions correspondant hV et h Y. L’une d’entre elles sera 
une série entière en P : 

oo 

(59) S ~ 

l;»o 
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et Tautre sera un polynôme de degré rrii — 1 (en raison 
de l’observation faite tout à l’heure concernant m^) en la 
même quantité, soit : 

(60) 2 


les coefficients V/ étant, dans les deux cas, des fonctions 
des variables x. 

Prenons à présent une solution u de (E), que nous consi- 
dérerons encore comme une solution de (E^ indépendante 
de Z. Si elle est déterminée par les données de Cauchy 
sur S' — ou, ce qui revient au même, sur S — elle sera 
donnée par les formules (29) ou (29 bis) du précédent cha- 
pitre, dans lesquelles : 

rui doit être changé en rui 4- 1; 

2° r doit être remplacé par eiV par les expressions 
V' et V' qui viennent d’être définies; 

S*’ T, S, T, (T doivent être remplacés par les variétés 
correspondantes T', S', o-' relatives à l’espace Em+i; 

4° dxi dxa .... dxmy dS, dSv doivent être multipliés 
par dZf tandis que dr/, d(ry s’en déduisent ainsi qu’il a 
été expliqué ci-dessus; 

5® On doit écrire (0 un signe J après chacun des SS S 

ou SS : ce signe représentera l’intégration par rapport à z. 

Il suffit d’étudier l’influence de cette dernière opération. 
Le calcul des deux premiers termes est évident. La quan- 
tité SSS /*» -exemple, s’écrira 


(61) SSS fdXidx2 dXfn, 
= SSS fdx^dx2...dx„, 



(r-- 


32 ) 



(1) Strictement parlant, un autre symbole serait nécessaire pour les 
intégrales qui sont différentiées par rapport à y. Pour ne pas compliquer 
les notations, on les désignera simplement par 888 et 88 (au lieu de 
88 et 8 ) puisqu'elles seront finalement exprimées (voir le texte qui suit) 
par des intégrales respectivement d'espace et de surface. 



360 


DESCENTE DE m PAIR A m IMPAIR 


Comme Tintégration sous 'le signe J doit être faite de 
— à 4- et que 



(r — z^) * dz =r: r*+*B ik -h i,i) = 


pk+i 

(^4-l)Cfc+i 


oeci introduit la quantité (indépendante de z) 


(62) 


1^0 


oo ^ 

kso 




où le coefficient numérique arbitraire 1 sera choisi un peu 
plus loin. 

Ainsi, irexpression (61) devient 1 SSS /^2 dxi dx^ .... dxm, 
et, de même, on doit remplacer, dans le second terme 
de (29), V par Q) \v,. 


164 his. Prenons maintenant les termes qui restent, et 
qu’on doit différentier par rapport à y. Avant cette diffé- 
rentiation, r\ par exemple, appartiendra à une sorte 
d’hyperboloïde à deux nappes (Cf. p. 313, note 1), et le 
point (iPi, Xa, .... Xm) doit décrire le domaine Ti compris 
entre r = y et S (comparer encore la note citée), chaque 
position de ce point donnant sur r' deux valeurs de z : 

z = ± vr — y. 

Par définition, dry est tel que son produit par dy repré- 
sente le volume de la portion de Tespaoe à (m 4- 1) dimen- 
sion comprise entre deux surfaces consécutives r' — const. 
dans un cylindre élémentaire quelconque passant par l’élé- 
ment en question (fig. 32). Si on prend le cylindre parallèle 
à Taxe des z, le volume sera égal à la section droite 
(c’est-à-dire à la projection sur Em, soit dxi dx^ .... dx»») 


(1) Aucune difficulté spéciale ne provient de la présence de la dérivée 
car cette différentiation est évidemment permutable avec les inté- 
grations. 
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multipliée par le segment dz intercepté sur la génératrice. 
Ainsi : 


dr\ = dx, .... dx^ : 


âT' dx^ . . . dxtn 

dz 2|z| 


da?! ... dx^ 
2^/r-y ’ 


ce qui nous permet d'exprimer l’intégrale sujette à diffé- 
rentiation par rapport à y. étant donné par l’expres- 
sion (60), dans laquelle T — doit être remplacé par y, 
cette intégrale devient (le dénominateur 2 disparaissant en 



raison de la présence de deux éléments dr' ayant même 
projection sur E^) : 


(63) 


SSS /V' dT\ = SSSrp / 


dx^ ... dx^ 

vr-y Zj 

A=o 


v'y- 


OÙ T J est encore la portion de T telle que F > y. 

Par un raisonnement tout à fait semblable, on doit pren- 
dre, dans les autres intégrales sujettes à différentiation, 


d^rj 


dS 

2Vr=7’ 


On peut également appliquer ceci, sans modifications 
essentielles, aux intégrales de la dernière ligne de la for- 
mule si on la prend sous sa forme (29 his) (et si on note, 

de plus, que les symboles et — sont permutables) 
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Finalement, on a : 


(64) (— 1) 


_ * 




(m. — 1)1 “ 

= — 1 [SSSt/vj •••• + SSge,(u, Lu„) dsj 

+ î JÊJIL ISSS^fdx dx 

+ SSg («. + Ld„) dS 1^] 

1 d".-» d cc sv^y* 

(m, — 1)1 dy“.-‘ dv y't' — Y 

4- 1 SS u„t’ dS. 

dv 


le calcul des deux derniers termes appelant les mêmes 
observations que celui du n® 143 bis. 

Cette nouvelle formule est tout analogue à la formule 
connue de M. Volterra [è laquelle elle se réduit facilement 
quand on l’applique à (ea)], et ne contient aucun symbole 
qui ne soit classique en Analyse, Mais elle combine cet 
avantage avec une généralité entière, puisqu’on sait qu’une 
telle formule existe pour toute équation (analytique, jusqu’à 
nouvel ordre). 


165. On peut voir facilement comment cette même for- 
mule pourrait encore conduire à notre première solution. 
Il suffit d’opérer la différentiation par rapport à y confor- 
mément aux principes du Livre III. 

Comme la quantité à intégrer est d’ordre fractionnaire 
dans le voisinage de y = o, aucun terme aux limites n’est 
à introduire; mais, d’un autre côté, l’usage du symbole | 
est nécessaire : à l’aide de celui-ci, on peut simplement 
différentier sous le signe SSS SS : en d’autres termes, 

remplacer ^ / par sa dérivée (^) (mi — 1)% 


(1) Ceci, cependant, n’est pas valable dans le voisinage de o, pour lequel 
un passage à la limite convenable doit 6tre employé (V. Livre II, no 106). 
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de sorte qu’on trouve, par exemple : 

i 

(mi — 1)1 dy 




= 1 SSS v^fdx^ .... dx^, 

étant donné par 

V-. 


1 3 

2 * 2 


2 

m -1 

V C 


— 1)1 




Le même calcul s’appliquant à chaque terme de (64), on 
trouve évidemment la formule (39) du Livre ÏII, n° 105, 
avec 

m^—l 

(650 lt> = 1 (t>, - «,) = 2 C..-,. - . 

h <a O 



1 

(k -f- l)Cfc+i 


V' r'‘'*'4 


V se déduit ainsi des fonctio-ns V' et V' ainsi qu’on l’a déjà 
montré au Livre II, n° 70, les rapports numériques des 
coefficients correspondants de (59), (60) et de (65') étant 
naturellement d’accord (^) avec les valeurs trouvées à 
l’endroit cité si, pour le coefficient numérique 1, on prend 
la valeur 

1 = C,, 


Mais, comme on le voit, la relation entre v' et v peut aussi 
s’exprimer par les formules (62), (65), (65') ainsi que, dans 
le premier cas de m pair, elle l’était par (3) et (3'). 


<1) La vérification est immédiate à l’aide de la relation (no 99) entre 
et 
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n. — Propriétés des coefficients de la solution élémentaire. 

166. L’importance de la solution élémentaire dans notre 
théorie est évidemment due à son rapport étroit avec l’équa- 
tion elle-même, résultant manifestement du fait qu’une 
équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre 
donnée à un nombre impair de variables indépendantes 
admet une solution élémentaire parfaitement déterminée 
et que, de même, à une équation donnée à nombre pair de 
variables correspondent une fonction V et une fonction V, 
Cette propriété nous montre immédiatement, par exemple, 
comment la solution en question se comporte vis-à-vis de 
quelques transformations simples, telles qu’un changemeni 
de variables. 

A quel degré ce caractère appartient-il aussi aux opé- 
rations par lesquelles cette solution u a été construite 
précédemment, c’est-à-dire aux divers termes de son déve- 
loppement Une telle question est intéressante pour la 
valeur de notre méthode de calcul de u : plus le lien entre 
ces termes pris individuellement et le problème lui-même 
sera étroit, plus la méthode sera naturelle. 

Cette fois, ce lien est plus lâche qu’il ne l’était pour la 
valeur globale de la quantité ii, quoique dans le développe- 
ment en question (en prenant m impair, par exemple) 

« = -Atï (u„ + u.r +.... u,r‘ + , 

r * 

les coefficients eux-mêmes soient parfaitement déter- 
minés en fonction des x et des a quand on connaît les 
expressions des coefficients de l’équation. On peut prévoir 
aisément que u et même les U, garderont leurs valeurs à 
un facteur simple (^) près, tout au plus, quand on chan- 
gera de variables indépendantes, puisque, dans une telle 


(1) Ce facteur ne se présente qu’en raison de la présence du facteur 
—;=::=dans la formule du n® 63. Il disparaît donc, dans la théorie inva- 

V 1^1 

riantive (qui conduit, nous l’avons dit, à prendre U = 1 en a); il n'inter- 
viendra pas dans les calculs qui vont suivre (n^" 168-170). 
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transformation ponctuelle, les géodésiques, telles qu’elles 
sont introduites au Livre II, n® 55, et par conséquent, T 
restent aussi inchangées. Mais le cas serait différent si on 
changeait d’inconnue en posant 

U = K(x^, Xa, xjui, 

ou mêmie si on multipliait simplement le premier membre 
^ (u) par une quantité donnée (savoir une fonction donnée 
des x). Une quelconque de ces deux opérations n’amène 
encore d’autre changement de la solution élémentaire que 
la multiplication par un facteur simple : mais le changement 
produit sur chaque individuellement est beaucoup plus 
compliqué, car de telles opérations, qui altèrent la forme 
caractéristique A, modifient aussi profondément les géodé- 
siques et, par conséquent, la quantité T. 

On peut seulement voir ce qui arriverait par une com- 
binaison convenable de ces deux opérations, savoir en 
substituant à ^ (u) le nouveau po*lynôme différentiel 

(u) — ^ (Ka) , 


dont le polynôme adjoint [ainsi qu’on le voit immédia- 
tement en le considérant comme défini par l’identité (5), 

n° 37] est = K Ceci conserve les valeurs des 

Aik (et, par conséquent, T). Quant aux B, on trouvera 
facilement, si on pose 


que chacun d’eux s’augmente de la valeur correspondante de 
(le calcul explicite de G n’étant pas nécessaire pour 
notre but), de sorte que la nouvelle valeur de M devient : 




M 


âA ^ 

âkt âXi 


M 




âA 

âPi 


dk 

M + 4s — - 
ds 


(notation du Livre II). Par conséquent, Uo sera multiplié 
par la quantité 

r$dh , 

-/ —ds Ka 
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^ dans laqudle on a tenu compte du facteur initial 



après quoi les équations successives (42'), (44') montrent 
que tel sera également le cas pour chaque U^. 


167. Mais une autre preuve du rapport intime dans lequel 
les divers coefficients Uh sont avec la question, réside dans 
le résultat obtenu au n° 114 et étendu (n° 146) aux valeurs 
paires de m. 

On a vu que la solution élémentaire admet la propriété 
d’échange, c’est-à-dire ne change pas de valeur numérique 
quand on échange simultanément les deux points x et a et 
les deux polynômes mutuellement adjoints (u) et Çiv).. 

Comme (pour m impair) 

U 

^ fil 2 ’ 

r 2 


et que r est symétrique par rapport à x et a, on peut en 
dire autant du numérateur U. 

Peut-on affirmer la même conclusion concernant chaque 
coefficient Ua du développement 

U = Uo + u,r H- 4- .... ? 

On le pourrait certainement si les variables x,, ...., Xmy 
tti, dm (desquelles dépendent les U^) et T étaient indé- 
pendantes. Mais tel n’est pas le cas, de sorte que la conclu- 
sion en question n’est aucunement évidente. 

Elle le devient, au contraire, si on use encore de notre 
artifice de « descente ». 

En d’autres termes, en même temps que le polynôme 
différentiel donné 


^(«) = 2 


d^u 

àXidx„ 


1 


au 

âXi 


Cm, 


dans lequel on supposera d’abord le nombre m de variable® 
indépendantes pair, on considère le polynôme auxiliiaire 

ST' (M) = sr(u) - 
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où Z est une (m + 1)* variable supplémentaire, les deux 
polynômes adjoints étant respectivement 

ô^u 

On sait que la nouvelle valeur de r relative à S*' ou à 
sera 

( 66 ) r = T^(z^c)\ 

de sorte que la nouvelle solution élémentaire sera : 

U' 

(67) U' = 

[r-~( 2 — C^] 3 
= EEI • 2 

[T^iz^c^] * 

les coefficients U/ ne différant des coefficients correspon- 
dants Uh que p€ir des facteurs numériques et, en particulier, 
ne dépendant que de 

Xi, Xj, Xfnt Ûj, Ü2f ••••> 

à l’exclusion de 2 et de c. 

Le nombre (m -f- 1) étant impair, la quantité (67) et, 
par conséquent, son numérateur U' admettent la propriété 
d’échange, de sorte que 

(68) 2u;r'^ == sv;r'\ 

les coefficients V\ successifs du second membre étant 
calculés comme leurs correspondants en U, à l’échange près : 

1° de X avec a, c’est-à-dire de Xi avec X 2 avec aa, etc... 
(de sorte que, dans les calculs du n° 62, le point x doit 
d’abord être considéré comme fixe et les a seuls comme 
variables de sorte que, par exemple, les chemins d’inté- 
gration géodésiques partent tous du même x et aboutissent 
à des points a quelconques); 

2® du polynôme ^ (dai s lequel les variables indépen- 
dantes sont les x) avec ^ (dans lequel les variables indé- 
pendantes sont les a). 

Or, dans (68), les (2m 1) variables x^ 
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ûi, Gm, r' sont indépendantes, parce que [en vertu de 
réquation (66)] r' contient une variable (z — c) qui est 
distincte de Xm, «i, «m et qui n’apparaît pas 

dans les coefficients. 

Par conséquent, (68) doit êti*e une identité par rapport 
à 1^, et ceci donne la conclusion désirée concernant l'équa- 
tion 5» (u) — O, tout au moins pour m pair. 

Mais une nouverie « descente » l’étendrait évidemment 
aux valeurs impaires de m, car toute équation (ii) = o 
à un nombre impair de variables peut être considérée 

comme déduite d’une autre équation ^ (u) — ~ ^ 

(dans laquelle le nombre de variables indépendantes est 
pair) dont la solution élémentaire a les mêmes coefficients 
à des facteurs numériques près. On a donc démontré com- 
plètement la conclusion demandée. 

168. Pourrait-on, pour l’obtenir, remplacer la méthode 
indirecte susdite par une autre plus directe, partant de 
l’expression explicite des U?,? 

Cette question doit être considérée comme relevant de la 
théorie des lignes géodésiques. En effet, chaque équation (E) 
conduit, ainsi qu’on l’a vu, à la considération de lignes 
géodésiques relatives à la forme métrique H; réciproque- 
ment, toute forme métrique H correspond à un nombre 
infini d’équations linéaires aux dérivées partielles telles 
que {E). 

11 conviendra d’ailleurs de présenter un calcul de cette 
espèce sous forme invariantive. Les notations seront donc 
provisoirement (^) (jusqu’au n® 171 inclus) celles dont il sera 
fait usage dans l’Appendice I à la fin du volume, sans qu’il 
soit d’ailleurs supposé, dans ce qui va suivre, aucune 
connaissance du Calcul tensoriel ou du Calcul différentiel 
absolu. 


(1) Outre rintrodiiction de r€wijoiiite invariantive, ce changement de 
notation consiste en la désignation des quantités x, A, B par des indices 

supérieurs et en la valeur 1 ^au lieu do attribuée à la quantité 

U, nu sommet a du conoïde caractéristique auquel elle correspond. 
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En particulior, il y a avantage à introduire ici le 
paramètre différentiel dont nous avons rappelé la 
définition au n° 59. On peut, en ei^et, avec M. Cotton (0, 
écrire l’équation sans second membre (E) îa plus générale 
correspondant à un H donné, sous la forme 

(Ë) + 

OÙ Aa est le second paramètre différentiel de Lamé -Bel tram i, 
dont l’expression est (n° 59) : 



II est clair que le premier membre de (E) est de la forme 

et que, réciproquement, tout polynôme différentiel tel 
que S* (n) peut être écrit sous la forme (E), avec 

Par conséquent, toute question relative à une équation (E) 
arbitraire peut être considérée comme une question concer- 
nant un élément linéaire H et un système de (m H- 1) fonc- 
tions B', B"", G de 

169. La difficulté du problème posé plus haut croît évi- 
demment avec l’ordre du terme considéré. Nous ne résou- 
drons ici la question que pour le premier terme Uo, pour 
lequel la conclusion demandée, ainsi qu’on va le voir, peut 
se déduire de la formule obtenue au 59 

A,r = 2[l + s ^ log (pj)] 

(â) Ann. Ec. Norm. Supér,^ t. XVII, 1900, p. 211-244, V. aussi Levi- 
Civitft, Atti ht. Veneto, t. LXXU, 1913, p. 1331-1357. 

Baoauaao. 24 
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et de propriétés, aujourd’hui classiques, des lignes géo- 

désiques. 

L’adjointe sur laquelle nous raisonnerons sera, bien 

entendu, l’adjointe invariantive (40 bis). 

Partons à nouveau des équations différentielles écrites 
au n° 55 pour les lignes géodésiques, soit : 

dx^ 1 dA 

ds 2 dpi ’ 

(L) 

dpt _ 1 dA 

ds 2 âx^ 


On sait que leur intégrale générale dépend de 2m constantes 
arbitraires ••••, Hm- 

Nous avons rappelé également (Note Additionnelle du 
Livre II) que, si on part d’une solution déterminée quel- 
conque de (L) (qui correspond à un système déterminé de 
valeurs numériques des p) et qu’on considère les quantités 


(70) 


dx^ 

àpi 


Pi = 


àpi 

àpi 


(j étant un indice quelconque entre 1 et 2m), celles-ci véri- 
fieront le système aux variations : 

(h') = L ÉèL Éù. — ^ L 

^ ^ ds 2 dpV ds 2 dx'* 


qui est linéaire (rappelons que A' est quadratique en æ' 
et p')- 

Chaque valeur de l’iindice j dans (70) donne une solution 
de (L^, et comme le Jacobien 

^ _ D(x^a;^....,x^ Pi,P2, 

D(P1,P2, 


n’est pas nul (^), les 2m valeurs possibles de j donnent un 
système fondamental de solutions de (L^. 


(1) Le théorème fondamental des équations différentielles montre que 
les /A peuvent être choisis de manière h donner à 
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Ces propriétés appartiennent à toutes les équations aux 
variations déduites d’un système différentiel. Mais les sys- 
tèmes Hamiltoniens, comme (L), et leurs systèmes aux 
variations (L'), possèdent une autre propriété importante Q) 
qui est que le dénominateur CO est une constante le long 
de chaque ligne déterminée vérifiant (L) (en d’autres 
termes, CO dépend de /Xj, /X 3 , seulement, et non 

de s). 

Les géodésiques elles-mêmes ne dépendent que de 
2m — 2 paramètres; mais chaque solution de (L) contient 
deux paramètres de plus, savoir les deux quantités a et 
mentionnées n® 56, et qu’on doit, par conséquent, consi- 
dérer comme étant deux des /x [de sorte que, ayant écrit 
l’équation générale des géodésiques à ( 2 m — 2 ) paramètres, 
on en déduira l’intégrale générale de (L) en changeant s en 
as -h 1^]. 

Revenant à l’équation donnée sous la forme (69), com- 
mençons par rappeler que le polynôme différentiel AaU est 
identique à son polynôme adjoint (59, Rem.). Par consé- 
quent, le polynôme adjoint de 

^ («) = + 2 ®‘ “S 

I 

est (notation du n° 40 bis) 



c’est-à-dire se déduit du 'premier en changeant les signes 
de tous les B et changeant convenablement C. 

Venons maintenant au calcul de Uo, que nous définirons 
bien entendu, non pas exactement comme nous l’avons fait 


n’importe quelles valeurs données pour = o. Le déterminant est 
ce que nous avons appelé, dans nos Leçons sur le Calcul des Variations, 
le « déterminant général » des (2m — 2) solutions de (L^, tandis que J 
est ce que nous avons appelé le a déterminant spécial ». 

(1) V. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste, 
t. III, no 264. 
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au Livre II, mais comme conduit à le faire la théorie inva- 
riantive, c'est-à-dire (^) en lui donnant au sommet du 

conoïde, non pas la valeur mais la valeur 1. Nous 

avons d’abord à former la quantité M d’après la formule 
(37), n° 56 : 


M 

2 




1 


sd log (pJ) 
ds 


J est donné par la formule (30 bis), n® 57 bis 

J D(a;S X*, x”*) 

DCAj, Àj, 



dans laquelle les géodésiques issues de a sont seules consi- 
dérées (et non pas toutes les géodésiques, comme précé- 
demment) et s’expriment en fonction de 5 et de m — 1 
paramètres A. La quantité 


est invariante par une transformation ponctuelle effectuée 
sur les X, sans changement des A. Dans un changement 
des A, elle serait multipliée par un facteur (le Jacobien des 
nouveaux A par rapport aux anciens) en dépendant de s. 

Introduisons m nouvelles fonctions CB, de x\ x”", en 
écrivant (^) 






1 ôA 


2 âdhi 


le dernier terme de l’expression de ^ devient ainsi 


1 V 

2 (#< 33 , 




dx* 

ds 


Si on se rappelle que 

2p — 2 = — m, 


(1) V. Appendice I. 

(2) Dans la terminologie du Calcul tensofiel, les sont des compo- 
santes covariemtes. 
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on voit quo 


/ s M 

(71) -h 2p 


2 


M 

2 


— m = — (m — 1) 


-f- s 


dlog P J 
ds 



ds 


et, par conséquent, que le premier terme Uo (surligné pour 
rappeler qu’on est en notation invariante) est : 


_ ^ r» \ jl 

(72) Ûo = « 2 Jo \¥ “ * 

^ ^ p3 P J ^ T «/* H- •••• -h 

désignant la valeur limite de quand le 


point X tend vers a le long d’une géodésique déterminée. 
Cette limite existe et est différente de zéro (0 : employant 
encore la notation x de Newton pour désigner une dérivée 
prise par rapport à s le long d’une géodésique déterminée 
quelconque, on trouve sans difficulté que 




âx^ 

àx^ 

âx^ 

. 

dk„-, 



âX, 

d\^ ■■■ 

(73) 

{M- 

âx^ 

dx^ 

dk, ■■■ 

àx^ 

. JP» 



âx"^ 

dx’^ 

di” 



d\. 


■ * 


l’indice o à la suite du déterminant désignant le fait que 
les valeurs des x et de leurs dérivées par rapport aux A sont 
prises pour s = o. On écrira, en notation abrégée : 



dx^ 

âx* 

. X* 

h 

âX, 

lix, ■■ 

dk^. 


(1) Ce fait est la condition même par laquelle on a choisi la valeur dn 
nombre p au n^ 61. 
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170. Le facteur exponentiel de (72), savoir 

— 4 M- ••• -f- ôhmdx'^ 

C d Ja ^ 

possède la propriété d'échange ci-dessus mentionnée. Car, 
ainsi qu’on l’a vu, échanger les deux polynômes adjoints 
^ et § revient à un changement de signes des B, donc 
des (B, et, d’un autre côté, la permutation de a et de j? 
change le sens d’intégration dans l’intégrale curviligne 

J* Üh^dx^ 4 - .... 4 * (Bmdx"^ 

prise le long de la géodésique. 

Pour démontrer la même conclusion quant au facteur 
restant 

nous transformerons ce facteur à l’aide de principes connus 
relatifs aux géodésiques Q). 

Si on remplace les paramètres Pzm par 2m autres 

paramètres v^, (ces derniers étant fonctions des 

premiers, et réciproquement), le déterminant (O est évi- 
demment multiplié par le Jacobien 

B iPlf p2t • • • • » /^2m) 

D(vj, Va, 

[qui est évidemment constant le long de chaque solution 
de (L)] . 

Introduisons maintenant un autre déterminant impor- 
tant (^) 

q: a;^o), ... 

^ B (/il, 

qui se rattache très étroitement, ainsi qu’on va le voir, au 
Jacobien J ci-dessus mentionné. Les quantités X(o)S £C(o)’’', 


(1) V. nos Leçon» sur le Calcul des Variations, 283. 
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X{i)\ sont ks valeurs prises par les x en deux 

points de la même géodésique, correspondant à deux valeurs 
différentes 5o, Si de s (ces dernières étant considérées 
comme constantes dans les différentiations par rapport à 

/Al, /A2m)* 

Nous prendrons 5o = o, 5i étant la valeur de s qui corres- 
pond à X, de sorte que 

Cf _ D(aSa", 

D(/A„ /A, J' 

^ est multiplié par le même facteur que CD lorsqu’on 
remplace /Aj, par de sorte que le rapport 

1 


ne dépend pas du choix des constantes arbitraires en 
fonction desquelles V intégrale générale de (L) est exprimée. 

Supposons, en conséquence, que m des paramètres /a 
sont ceux que nous avions précédemment désignés par 
Al, A„i_i et a, de sorte que les valeurs des x pour 
s =0 n’en dépendent pas et restent respectivement 
égales à a\ a*" tant que les m autres paramètres 
Pi, Pm demeurent constants. Dès lors, les quantités 

da^ do^ 

[i = 1, m; 1 = 1, ... (m — 1)] et étant nulles, 


/ . . . àx* dx*\ 

on a (puisque, d autre part, — sx* ~ s j : 


da* 

da* 

da* 

dx* 

dx* 

dx* 


dHi 

àflm 

dni 

à/i. 

àpm 

0 

0 .. 

.. 0 

dx* 

dx* 

dx* 



■■ ** [ 


notation qui doit encore s’interpréter en convenant que 
chacune des lignes inscrites en représente m, celles que l’on 
obtiendrait en faisant successivement 
i == 1, 2, m, 
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de sorte qu'il s'agit d’un déterminant d’ordre 2m (où 
nous avons séparé, par des lignes de points, les m pre- 
mières lignes des m dernières, et de même pour les 
colonnes). Comme éléments sont nuis, un tel détermi- 
nant se décompose en un produit de deux déterminants 
d’ordre m, dont le second est sJ; on obtient ainsi 


(75) 


^ - Q 5 J, 


dû* 

da* 

âa* 

àf^i 




Par le même choix de paramètres, et en prenant s = o, 
le déterminant constant (D devient (même notation) 


da' 

ôé 

àPio 

àPio 1 

àni 

àMm 

d/l, 


0 •. 

.. 0 

àPio 

dAj 

.. p. 


puisque 


(lr = i-h(7)L = ^») 


ce qui est encore un produit de deux facteurs : 




àPio àpio 


le facteur Q étant le même que dans (75). Dans le second 
facteur, on peut remplacer chaque p.o par la quantité corres- 
pondante 

1 dA 


si, en même temps, on divise par le déterminant de cette 
substitution linéaire, c’est-à-dire par Mais ceci donne 
précisément le second membre de (73), c’est-à-dire la 

valeur de conséquent. 


(D 
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et, en raison do (75), 


CD 1 / J \ 1 

J - |A,| sJ ^ 

on transforme ainsi la valeur (72) de Uo en : 


U. 


m 




^PxPa Vf 


= s'-* 


X a 


«r.-ïrs®"" 

;) 


Ceci complète la démonstration de la propriété ci-dessus 
énoncée en ce qui concerne Uo, puisque CD est une constante 
qui a par conséquent la même valeur en a et en x, et 
que |5P| possède évidemment la symétrie en question 
[d’après (74)] . 

Le même résultat, en ce qui concerne les coefficients 
suivants Ui, U 2 , semble se rattacher à des propriétés 
plus compliquées des géodésiques. Il se peut même, préci- 
sément pour cette raison, qu’il se montre intéressant au 
point de vue de la théorie de ces courbes, comme dépen- 
dant d’autres principes que ceux qui ont été employés 
jusqu’à présent. 


ni. — Étude des équations non analytiques. 

471. Revenons à présent à la solution élémentaire dans 
son ensemble. Nous avions réussi à la construire (tout au 
moins pour deux points x et a suffisamment voisins) en 
supposant les coefficients analytiques. Il faut remarquer 
que, dans le premier exemple (en dehois des cas classiques) 
qui ait été donné d’une telle construction, — savoir le 
travail de M. Picard sur Au H- Cu = o (cité au Livre II) — 
cette hypothèse n’était pas indispensable. On va voir 
maintenant comment on peut aussi s’en débarrasser dans le 
cas présent. 

Le résultat correspondant pour l’équation générale du 
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type elliptique, a été obtenu indépendamment, par E. Elia 
Levi Q) — un des jeunes géomètres italiens qui donnaient 
les plus belles espérances (il a sacrifié sa vie dans la der- 
nière guerre), — et, sous une forme finalement équivalente, 
par M. Hilbert C). Leur méthode à tous deux consiste à 
former une première approximation (la « parametrix » 
d’Hilbert), laquelle ne satisfait pas à l’équation donnée, 
mais, substituée dans cette équation, donne simplement 
un résultat qui, au point singulier, n’est que du premier 
ordre d’infinitude. Grâce à l’introduction de cette <( para- 
metrix », E. Elia Levi réussit à former la solution élémen- 
taire; de son côté, M. Hilbert n’introduit pas cette der- 
nière : il fait jouer à la « parametrix » le rôle qui appartient 
généralement à la solution élémentaire elle-même. Les 
deux questions n’en font réellement qu’une, et l’analyse 
de E. Elia Levi est, en somm^^, identique à celle de 
M. Hilbert. Dans les deux cas, le problème est réduit à une 
équation intégrale de Fredholm (ce qui est également le 
cas pour le procédé primitif de M. Picard). 

Mais cette méthode demande à être modifiée pour s’appli- 
quer au cas hyperbolique. La raison en est que, dans le 
cas d’E. E. Levi et d’Hilbert, il n’y a qu’un point singulier, 
et qu’on n’a pas besoin de s’occuper de voir comment la 
parametrix, ou le terme complémentaire, se comporte le 
long de la singularité imaginaire, qui est, en fait, différente 
suivant qu’on la considère en première approximation 
(« parametrix ») ou dans le résultat exact. Dans le cas actuel 
du problème, au contraire, on doit tenir immédiatement 
compte du conoïde caractéristique, qui est réel, et la pre- 
mière approximation elle-même ne peut admettre d’autre 
singularité que le conoïde en question. 

D’autres difficultés semblent d’abord provenir de la 
nature des solutions ci-dessus : car, si m est pair, la solution 


(1) Rendic. Cire. Mat. Palermo, 1907, t. XXIV, p. 275-317. 

(2) Grundzûge einer allg. Théorie des linearen Integralgleichungen, 6® Mé- 
moire (1910). Une première allusion a été faite à la fin du 6® Mémoire 
(1906). V. ausei Fubini, Rendic. Ac. Lincei, 5® série, t. XVIII (1909), p. 423, 
travail auquel lee remarques du texte s’appliquent également. 
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élémentaire est mal déterminée, et si m est impair, il faut 
compter avec les singularités spéciales rencontrées au 
Livre III, et qui demanderont des précautions particulières 
dans Tapplication de la méthode de Fredholm. Le fait est 
que, dans ce qui suit, nous n’arriverons à la solution qu’en 
traitant simultanément les deux cas, grâce à ïa « descente ». 

172. Le domaine de validité dans le cas analytique. — 

Avant même d’en venir aux équations non-analytiques, il 
nous faut ici répondre à une première partie — et non la 
moins importante — de la question, laquelle concerne les 
équations analytiques. 

On ne doit pas oublier — et ce défaut est commun à 
toutes les méthodes qui reposent sur les séries de Maclaurin 
— que les solutions ainsi obtenues, quoique complètes en 
apparence, sont, en réalité, insuffisantes et ne résolvent 
« pas assez » le problème. 

Il a été résolu une première fois, mais <( très peu », au 
Livre I, par le raisonnement de Cauchy-Kov^alewsky. Le 
problème est très peu résdu, non seulement parce que 
l’expression de u est donnée sous une forme très indirecte 
et compliquée, mais aussi parce que la région de validité 
de ce calcul peut être (et est généralement) très petite et 
insuffisante pour nos besoins. On sait (voir Livre I, n° 8) 
que ceci a toujours chance d’être le cas (en raison de la 
présence des singularités imaginaires) quand on emploie 
des expressions contenant des séries de puissances. 

En particulier, le rayon de convergence de ces séries, 
dans la question actuelle, dépend, jusqu’à preuve du 
contrajire, non seulement des séries qui développent les 
coefficients, mais de celles qui développent les données de 
Cauchy Uo et (Cf. ci -après, 187). Il faut connaître des 
majorantes des unes et des autres pour pouvoir énoncer une 
conclusion correspondante relativement au développement 

de U. 

Comme on va le voir maintenant, les solutions que nous 
avons obtenues dans ce qui précède sont d’un meilleur 
usage, même à ce point de vue : elles existent et, comme 
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nous allons le montrer, sont analytiques du moment qu’iF 
en est ainsi pour la solution élémentaire. A son tour, l’exis- 
tence de celle-ci (et, par conséquent, la validité de notre 
formule) n’a été prouvée, comme résultat de la conver- 
gence de la série (*43) (Livre II, n° 62), que pour un certain 
domaine autour du sommet du conoïde. Dans quel domaine 
permet-elle d’assurer Texistence de la fonction IJ, ou des 
fonctions U et c’est ce que l’on ne sait pas : le rayon 
de convergence de la série (43) peut être beaucoup plus 
grand que là limite inférieure déduite des considérations 
précédentes, et aussi les fonctions U et ‘It peuvent exister 
bien au delà du domaine où leurs développements suivant 
les puissances de T sont convergents. 

Nous allons démontrer (les coefficients étant encore 
supposés analytiques) (l’existence de la solution dans tout le 
domaine de régularité des coefficients eux-mêmes, et aussi 
(avec les mêmes hypothèses sur l’analyticité de /, Uq, tij) 
son analyticité. La démonstration correspondante pour le 
cas elliptique a été, par exemple, donnée par E. E. Lévi 
dans l’ouvrage déjà cité. Nous aurons, cependant, à modi- 
fier la méthode employée dans ce cas pour (l’appliquer à 
celui qui nous occupe (0, pour des raisons do la même 
nature que celles ci-dessus mentionnées (d’une manière 
précise, en raison du fait que le domaine d’intégration des 
seconds membres de nos formules dépend de a). 

173, Pour fournir cette démonstration, prenons le cas 
de m pair (ce qui ne diminue pas la généralité, grâce à 
l’artifice de descente) et faisons, tout au moins pour com- 
mencer, une hypothèse géométrique que, strictement par- 
lant, on ne devrait pas faire, mais qui est vérifiée dans tous 
les cas pratiques. On supposera qu’il existe un ensemble 
de surfaces à un paramètre qui sont orientées dans 1 ’espace 


(1) La méthode que nous allons développer ici est très différente de 
celle d’E. E. Levi et, en fait, comme elle repose sur des prolongements 
successifs, elle ne peut absolument pas s’appliquer au cas elliptique : 
nous indiquerons plus loin une méthode qui correspond à celle- 
d’E. E. Levi. 
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(et ceci au sens strict, c’est-à-dire qu’il n’arrivera nulle 
part qu’une d’elle soit tangente au cône caractéristique, 
de sorte que l’angle entre l’une quelconque d’entre elles et 
une direction quelconque intérieure au cône issu d’un de 
ses points aura un minimum positif) : ces surfaces seront 
analytiques (de sorte que, à l’aide d'un changement analy- 
tique de variables, le paramètre correspondant t pourra être 
pris comme une des coordonnées, la m®), et l’une d’elles, 
correspondant a t ~ o, sera (^) la surface S, la région Cfl 
étant du côté t > o. Chaque bicaractéristique ou géo- 
désique intérieure — c’est-à-dire chaque géodésique telle 
que H > O — aura, sous ces hypothèses, un sens direct 

dt 

et un sens inverse, ce dernier correspondant à < o 


(où or est Tare, au sens ordinaire du mot). 


dt 

der 


ayant 


meme un minimum positif. On suppose la forme de telle 
qu’une géodésique inverse quelconque issue d’un point 
de éfi reste constamment à l’intérieur pour t > o : alors 
une telle géodésique doit nécessairement atteindre S. On 
suppose encore que le choix de la variable s a été fait sur 
chacune de ces lignes d’une façon déterminée, et même 
d’une façon analytique : par exemple, on admet que 
dt 

— 1 pour t “ o, de sorte que cette dérivée restera 

comprise entre deux limites fixes positives, dans di. 

Dans ce qui suit, nous emploierons la notation invarian- 
tive, laquelle sera (Cf. Appendice I) conforme à celle des 
nos 168-170. De plus, x”* sera synonyme de t, et, de 
même, a”* sera synonyme de c. 

On admettra aussi (au moins jusqu’à nouvel ordre), en 
ce qui concerne dl, l’hypothèse générale que deux points 
quelconques o; et a à l’intérieur de dl, peuvent être joints 
par une géodésique d’une manière parfaitement univoque 
et continue : en d’autres termes, le premier système d’équa- 


(1) L’influence du fait qu’une des surfaces t = est la surface S 
donnée, est purement superficielle, comme on le verra plus bas, ei nous 
l'utiliserons principalement pour simplifier les notations. 
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tions (29) du n*" 57 admet une solution parfaitement 
déterminée pour les q en fonction des x et des a. Nous 
supposerons même que leur Jacobien ne s'annule jamais 
dans Ûl. 

Nous pourrons, dans ces conditions, introduire des varia- 
bles normales de Riemann-Lipsdhitz X relatives au point o 
et en fonction desquelles, comme nous le savons, les x 
s’expriment sous la forme 

(76) + ( >2 + ( )3 

les parenthèses représentant des polynômes homogènes par 
rapport aux X, de degrés marqués par leurs indices et à 
coefficients généralement fonctions des a. Les équations 
différentielles des géodésiques étant de la forme 



h h 


où les coefficients { ^ } (symboles de Christoffel) se 

calculent par une règle aujourd’hui classique en partant des 
coefficients de la forme métrique J les premiers termes 
de (76) ne sont autres que 

3= «‘ + X‘ - I 

i,k 

expressions où les termes du second degré se déduisent des 
derniers membres de (77) en changeant les x en X et divi- 
sant par 2. 

Sur ces variables normales, on pourra encore effectuer 
une substitution linéaire Q) 

(78) X* = 


(1) Les variables choisies d’une façon particulière, n’ont aucun 
caractère invariant. Elles ne sont pas plus contrevariantes que cova- 
riantes. En particulier, lorsque les variables X sont amenées à la 
forme les variables (covariantes) p correspondantes ne sont autres, 
au signe près, que les ^ eux-mêmes, ainsi qu’il nous sera utile plus 
loin de lé noter. 
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(à coefficients, en général, fonctions des a) qu'on peut 
même supposer être certainement déterminée et varier 
analytiquement (^) avec les a, de sorte que la forme quadra- 
tique r = H(^) se réduise à sa forme canonique 

To - - .... - 

et que, de même, la surface — const. passant par o 
soit tangente, en ce point, à t — const., avec < o. La 

substitution linéaire sur les variables normales ^ de 
Lipschitz ne concernera que les (m — 1) premières, si 
on a choisi les variables x de manière à ce que les lignes 
= const., = const.,, x"^^ == const. soient par- 
tout transversales aux surfaces t = const. On peut 
supposer que le choix des x possède cette propriété, et 
même, (à l’aide d’une transformation convenable sur 
x^, x^, ...., x"^"^ seuls) que, pour t = o, le discriminant 
de H (ou de A) est toujours égal à 1, de sorte que 

~ dS — • dx^ .... 

dv dt 

et que les dérivées transversales ne sont autres que les 
dérivées par rapport à t : toutes ces transformations étant 
analytiques et régulières. 

Nous pourrons même aller plus loin, au moins dans une 
certaine portion de dl au voisinage de la surface donnée S. 
En chaque point de celle-ci, soit menée la géodésique 
transversale et soit porté sur cette géodésique, à partir de 
son pied, un arc dont la longueur (toujours mesurée avec 
la métrique H) sera la quantité arbitraire t. Un point de 
l’espace sera alors défini par la connaissance de t et de 


(1) Ces coefficients étant arbitraires, jusqu’à un certain point, l’exposé 
du texte est vrai en les supposant oaJcuJés d’une façon déterminée, 
par exemple en suivant strictement la règle classique de Lagrange (V. 
V Algèbre supérieure de Serret, 4® édition, t. I, p. 430; Bêcher, Higher 
Algebra, ch. X, n® 45, p. 131), Pour l’application de cette règle, on 
sera toujours (avec l’hypothèse ultérieure du texte quant au choix des 
variables) dans le cas général où les coefficients des termes carrés sont 
différents de zéro, puisque, les termes en étant mis à part, il reste 
une forme en qui est définie (négative). 
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m — 1 autres coordonnées définissant le 

pied de la géodésique sur S. Les surfaces t = const. seront 
alors, comme on sait, toutes transversales aux géodésiques 
précédentes, et la forme métrique sera : 

(79) dt^ 4- S'H.k dx*dx\ 

le signe S' signifiant qu’on ne doit faire varier le» 
indices i, k que de 1 à m — 1, de sorte que le second 
terme est une forme quadratique (définie négative) en 
dx\ dx”'^^ seuls : ce qui donne, pour la dernière 

équation (77), 

(Qf)) ^ — JL V" ^ — 

ds^ ” 2 Zj ât ds ds 

Toutefois, l’emploi d’un tel système de coordonnées risque 
de nous restreindre à une portion de la région Ôl, celle 
dans laquelle sa définition est univoque. Nous ne suppose- 
rons pas, jusqu’à nouvel ordre, qu’on les ait adoptées, ni 
par conséquent que les lignes 

~ const., x^ = const., ...., x^~'^ = const., 

(lesquelles continueront à être supposées transversales aux 
surfaces t = const.) soient des géodésiques. 

173 bis. changé de signe, sera aussi éventuellement 
désigné par la lettre synonyme 0. 

Les $ peuvent être exprimés en fonction de 0 et des 
rapports 

^2 ^ m — 1 

Vl ^ ’ ^2 0 ’ ’ Vm-1 0 ’ 

ces derniers vérifiant, pour l’intérieur du conoïde, la 
relation 

(81) + .... 4- < 1. 

A tout système de telles valeurs constantes des rj corres- 
pondra une géodésique déterminée (intérieure ou bicaracté- 
ristique) passant par a. Le long d’une telle géodésique, le 
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rapport reste compris entre deux limites positives 

fixes, et, par conséquent, il en est de même pour le rapport 

e 


c — t 

a étant un point dié terminé quelconque de âl, on peut 
rapporter les points x qui sont intérieurs en même temps 
à et au conoïde de sommet a aux variables normales ^ 
relatives à a, mais aussi à ?îi, Vm-u ou à 

f?i, t : ces deux derniers systèmes seront équiva- 

lents à notre point de vue, en ce sens que chacun d’eux 
peut s’exprimer en fonction de l’autre, les expressions 

I dO I 
TîT ■ 


174. Les choses étant ainsi, on va montrer que, si on a, 
d’une manière quelconque, construit les éléments V et V 
de la solution élémentaire, pour toutes les positions possi- 
bles de X et de a dans dl [plus exactement, pour toutes 
les positions de ces points vérifiant r(a;; a) > o], sachant 
de plus que les quantités sont holomorphes en x, a, on 
peut affirmer que la solution ti du problème de Cauchy 
(à données holomorphes) relatif à t == o ou à t = fo > o, 
est aussi holomorphe. 

Nous commencerons par faire cette démonstration pour 
le premier terme (en SSS) de (29 bis). D'une manière 
générale, nous montrerons que l’intégrale 

( 82 ) SSS dx^ .... dx-, 

(F étant holomorphe) étendue au domaine compris entre 
le demi-conoïde rétrograde de sommet a et la surface S, 
est holomorphe en les a. F peut même contenir, non 
seulement les x, mais aussi les a eux-mêmes et éventuelle- 
ment d’autres paramètres : si elle est hoflomorphe en toutes 
ces quantités, il en sera de même pour (82) en fonction 
des a et des paramètres. On peut considérer ce fait comme 
pratiquement évident; mais sa déduction explicite est simple 
moyennant les hypothèses et les remarques précédentes. 


Hadaiurd. 


25 
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Celles-ci montrent, en effet, que les x seront des fonctions 
holomorpihes (dans ûl) de »îi, Vm-u t. Soit K leur 
Jacobien (pris de manière à être positif) de sorte que : 

dx^ dx^ — , dx”^ = K drj^ dt. 

La fonction demandée sera 

(82 bis) SSS 

= SS^^Îi ^V2 • •••» KFdl, 

l'intégration étant exécutée par rapport aux rj dans le 
domaine réel (81), et par rapport à f de il’origine à la 
valeur c qui correspond à a. Comme ceci peut s’écrire (en 
posant t = Ac) 

(82 ter) SS •••• ^^m-i FdA, 

l’intégration par rapport à A devant être faite de o à 1, il 
suffit de remarquer que la quantité à intégrer est holo- 
morphe, et même l’est uniformément (^), quand elle est 
exprimée en fonction des A et des a. Son développement 
suivant la formule de Taylor autour d’une position déter- 
minée quelconque de a et d’un système quelconque de 
valeurs des y] et de A), convergeant uniformément par rap- 
port aux et à A, peut dès lors s’intégrer terme à terme, ce 
qui donne la conclusion cherchée : rintégraU est définie et 
holomorphe dans (H.. 

Si on prend F = Vf y on voit ainsi que le premier terme 
SSS^/^fT de (29) ou de (29 bis) existe et est holomorphe 
dans la région (fl. Cette conclusion n’est pas modifiée 
lorsqu’on remplace les formules dont il s’agit par oèlles 
qui leur correspondent dans notre notation invariantive 


(1) Une fonction qui est holomorphe autour de chaque point d’un 
domaine continu (y compris les points de la frontière), y est uniformé- 
ment holomorphe, c'est-à-dire que son développement suivant la formule 
de Taylor admet une majorante fixe dans ce domaine, comme on le 
voit par un raisonnement classique reposant sur le Lemme de Bolzano- 
Weierstrass. 



DOMAINE DE VALIDITÉ DES SOLUTIONS 387 

et qui leur ^nt, bien entendu, équivalentes (0, formules 
que nous désignerons par (29), (29 bis). Les termes 

SS 

de (29) relatifs à So se traiteront évidemment de la même 
manière sans difficulté, et il en serait encore de même du 

terme d(ry de la même formule. 


175. Le calcul des termes restants (termes en V) 
(83) 

(■^) -t::: srr -nrrr ®®r /Var,, 


(mi— 2)! d7’"i-®(T=o) 


(B) 

(C) 


i 


(m,— 2)! dy’",-Uy-i» 

i d«,- 


4- r«o) — 


—r- dCTy 

av 


(m,— 2)! dv™.-* ,y=o) 
qui figurent dans la formule (29), ou des termes analogues : 

(83l>is) (A) , 

1 d"--* 


(BO 

(CO 


(m, — 2)1 dy'".-^(,^o) 
1 d”.-^ 


S,,V(u, 4- Eu„) dcr , 


(wij— 2)1 dy”*-“,^,=o) 


— S.,. Vu. d<r. 


(1) Cette équivalence, évidente a priori (puisque toutes ces formules 
doivent représenter une seule et même solution du problème de Cauchy), 
résulte en fait (V. Appendice I) : 1® de ce que, dans le passage de 
la première notation à la seconde, les éléments d’étendue dT, dry, 

dS, da-y sont multipliés par p = — -~= , tandis que V, ^ sont divisés 

par le môme facteur, v ne changeant pas de signification; 2® que le chan- 

dV d<^ 

gement subi par les dérivées est compensé par un chan- 

gement convenable apporté à la valehr de L. L'emploi de la notation 
invariantive et de la forme (E^T donnée à l'équation au n^ 168 présente, en 
particulier l’avantage que L acquiert la valeur simple 2 BVj. 
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si Ton pai^t de (29 bis), présente une difficulté semblable 
à celle que nous avons rencontrée au n** 141 et dont nous 
triompherons d’une manière analogue. Cette difficulté tient 
à ce que la quantité y que nous allons avoir à introduire 
comme variable indépendante et suivant les puissances de 
laquelle nous développerons des expressions telles que l’in- 
tégrale I, du n° 140, a toutes ses dérivées partielles nulles 
au sommet a du conoïde, de sorte que le changement de 
variables à l’aide duquel nous la ferons intervenir sera for- 
cément irrégulier à cet endroit. 

Comme au n® 141, nous commencerons par considérer 
les X comme exprimés en fonction des a et des variables ^ 
du n° 172, avec a comme origine. On appellera 

•••• = Px dx^ dx^ .... dx^ = dT, 


lelémont d’espace (on a facilement 


(84) 



^ MJ \ J 

~ 73Yx)‘ Ig Jacobien des x par rapport aux varia- 

bles normales X). 

Au lieu des variables on peut introduire (tout au moins 
au voisinage do 1' = o qui seul nous intéresse) les mêmes 
variables angulaires qu’au n^ 141 et aussi, 

comme en cet endroit, la quantité 


^ “t" ^2* •••• H- Pm-I 


ou mieux, puisque nous aurons à nous placer au voisinage 
du conoïde, la différence 


0 — r — n, 

en sorte que l’élément de volume dT s’écrira (dn ,„_3 étant, 
comme au n° 141, l’élément de surface sphérique dans 
l’espace à m — 1 dimensions) 
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Les X, fonctions «holomorphes des variables a, seront 
aussi des fonctions holoinorphes des variables 

(85) a\ = c; <Pi, 92 ^ 1^, 

dont, en général, les 2m — 2 premières seront sous-enten- 
dues dans ce qui va suivre Q). Aux deux variables restantes, 
nous allons nous proposer de substituer, à titre de variables 
indépendantes, les quantités t et y. 

En fonction des variables (85), les $ auront les valeurs 

(86) (i == 1, 2, m - 1) 
(860 

où les et, fonctions des seuls y, représentent les coordonnées 
(rectangulaires) d’un point variable sur l’hypersphère de 
rayon 1 dans l’espace à m — 1 dimensions. Gomme nous 
avons déjà eu à le remarquer au n® 141, chacune de ces 
quantités e< donne lieu à la relation : 

(87) S ^id^m-2 == O. 

Ce sont ces valeurs des it que nous aurons à reporter dans 
les formules (70). Si l’on y fait tout d’abord ^ “ 0, elles 
définissent une des bicaractéristiques issues de a; en parti- 
culier, la dernière d’entre elles donne alors : 

),4- ==To(^), 

et, d’après les hypothèses géométriques faites au n® 172, 
cette équation est résoluble en 0 dans toute la région. Si 

( 88 ) = c — 

est la fonction de t ainsi obtenue, les deux quantités ^0 et 


(1) Si Ton considère les variables normales ^ comme des coordon- 
nées rectangulaires, le lieu des points qui correspondent à des va- 
leurs constantes des a et des y (donc h 6 Qi seuls variables) est 
un demi-plan ou plutôt (car nous ne considérons que des points en 
onde ou sous onde l’un avec l’autre) l’intérieur d’un angle ordinaire. 
Dans notre espace (x, t), cet angle est de sommet a et ses côtés, en 
général curvilignes, sont une bicaractéristique et une géodésique trans- 
versale aux surfaces S, ce dernier côté restant fixe lorsque les varient. 
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(c — t) sont, pour a et 9 constants, et sur tout 1 arc de 
bicaractéris tique correspondant suivi à partir de a jusqu’à 
son intersection avec notre surface initiale S, des variables 
que l’on peut appeler « équivalentes », en ce sens que 
chacune d’elles est fonction holomorphe et croissante de 
l’autre, qu’elles s’annulent ensemble, savoir en a, et sont, 
au voisinage de ce point, des infiniment petits équivalents. 

Prenons maintenant différent de zéro, mais très petit : 
les X seront développables suivant les puissances de /x; en 
particulier, on aura 

(89) c — I = Tq -j- /aTj , 
et inversement, 

(90) 6 =z Oq -f- — , 

avec cette circonstance, conséquence de la forme des équa- 
tions (76), que le coefficient ï, de la première puissance 
de fx s’annule en a et peut par conséquent s’écrire en 
mettant 0 en facteur, et que, de même, le coefficient 0^ de /x 
dans la formule (89) peut être considéré comme contenant 
(c — 0 » ou, ce qui revient au même, 0^ en facteur. 

1*76. La variable y a la valeur 

(91) y = — = 4 - fJiO, -I- ....) — fx\ 

équation qui va nous servir à obtenir, inversement, sui- 
vant les puissances de y. Mais — et c’est ici qu’apparaît 
l’irrégularité qui se présente nécessairement dans notre 
changement de variables — les coefficients du développe- 
ment vont contenir en dénominateurs des puissances de Bq. 
Si, tout d’abord, nous réduisons l’équation précédente à : 

(92) y == 

nous voyons qu’elle peut être considérée comme une relation 
entre les quantités : 

(93) B = ^ . g = ^ 

et fournit pour m un développement à coefficients constants 
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ordonné suivant les puissanoes de g et que nous désigne- 
rons par nio, de sorte que, dans oe premier cas, on aurait : 

(93 bis) = m„ (g) = 

Si maintenant nous effectuons dans l’équation (91), et 
non plus dans (92), le même changement de variables (93), 
soit : 

fl = me,, 

on voit que m sera encore développable suivant les puis- 
sances entières de g : plus précisément, en posant : 

m = nio 4- m', 


et remarquant que, par définition, la quantité 2mo — mo^ 
est identiquement égale à g, on voit que m' s’exprime par 
un développement : 

m' = — nio®^, — mo^6,e^ — 

ordonné suivant les puissances de mo, donc de g, et dans 
lequel tous les coefficients contiennent 0, en facteur 
puisqu’il en est ainsi pour 0^. 

/X sera ainsi développable suivant les puissances de y, et 
ce développement, qui se déduit du développement suivant 
les puissances de g en remplaçant cette dernière quantité 
par sa valeur (93), sera valable pour toutes les valeurs suffi- 
samment petites de y tant que 0, sera différent de zéro, 
c’est-à-dire, en dehors du voisinage du sommet du conoïde. 
Il suffira de substituer le développement ainsi obtenu dans 
les quantités sous les signes SS S des formules (83) ou 
(83 bis) et de prendre le coefficient de y*" (ou de y”*!"*^) 
dans le développement final qui s’en déduit, pour trouver 
un résultat holomorphe. Cette conclusion ne demande plus 
qu’à être complétée par l’examen de oe qui se passe au 
voisinage de 0, = o, c’est-à-dire du sommet du conoïde. 

177. La relation (91) nous permet de substituer à la 
variable B la variable t, avec 

dû = \û^ -h* (lû^ -f- ....| dt. 
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Puis la relation (92) permettra d'introduire la variable y 
à la place de /x avec 

dy dy 


d6\ 

d'où, pour l’élément d^i d $2 


2(^0 — — ) 


d^rn 


dL .-d^„ = 


( 6 — yx)<»-»|y„+^y,+...|dn„-,a!tdy 


2(0 — /X + /X 


âO 

d/x 


L’élément dry s’en déduira en effaçant simplement le 
facteur dy et tenant compte du facteur Jacobien Jj, défini 
par (84), de sorte que (en mettant ce dernier facteur à part) : 


(94) 



(0-—fx)^^\0'o-hfJL0'^-{--\diK.2dt 


Telle est la quantité que nous aurons h introduire dans 
le premier des termes (83). Elle sera multipliée par une 
fonction des x, savoir ici : 

(95) F = J,/V, 


fonction que nous développerons encore suivant les puis- 
sances de /X, soit : 

F = F, + /xF, -f-...., 


les coefficients Fo, Fi, étant fonctions de t (ainsi que 
des variables a et ^). 

Fo représente, en fonction de t, les valeurs de F le long 
de la bicaractéris tique qui correspond à un système de 
valeurs constantes données des a et des 

Commençons par laisser les f constants de sorte que dans 
le terme que nous calculons en ce moment — premier 
terme (83) — la seule variable d’intégration reste 0^ ou, ce 
qui revient au même, (c — t). Nous avons à prendre l’inté- 
grale simple : 


F — u)— 
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oue nous aurons finalement à multiplier par dilm-a et à 
intégrer par rapport aux 9. Auparavant, nous devrons 
(Cf, 141 ) : 

1° faire varier d’abord t depuis o jusqu’à c — e, en 
désignant par e une constante positive très petite; 

2® développer cette intégrale (ou, si l’on veut, la quantité 
à intégrer) par rapport aux puissances de y et prendre le 
coefficient de ou, ce qui revient au même, en prendre 

la dérivée d’ordre nii — 2, diviser par (rui — 2)! et faire 
7 “ 0; 

3° faire tendre finalement (^) e vers o. 

En vue de cette dernière opération comme des autres 
calculs qui vont suivre, nous devrons considérer tous les 
termes qui figurent dans le développement de la quantité 
à intégrer au point de vue de leur degré global (degré 
d’homogénéité) par rapport aux deux variables 0^ (ou encore 
c — t) et /X. Si, en effet, dans un terme qui contient en 
facteur 

nous remplaçons /a par sa valeur (93 bis), nous voyons que 
sera multiplié par un développement suivant les puis- 
sances de g commençant par un terme en g'" et se composant 
par conséquent de termes en 

Il ne donnera donc aucun terme en /' si h' < h, et, dans 
le cas contraire, le coefficient de y^' contiendra en facteur 

Ù ft+fc— 2ft' 

''0 » 

cet exposant de ^0 pouvant éventuellement s’élever si, dans 
le terme correspondant de développement de m'*, le coeffi- 
cient de g^' contient lui-même ^0 ^n facteur. Cette circons- 
tance se présente nécessairement si, du développement de 
m*, nous défalquons celui de nio'^ et si nous considérons un 
terme de la partie restante. 


(1) On voit que y ou /x doivent, en toute hypothèse, être considérés com- 
me des infiniment petits, même relativement à 6^. 
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178. Considérons d'abord, h co point de vue, l'élément 
de conoïde (94). L'inverse du dénominateur peut se déve- 
lopper suivant les puissances de — ou, plus commodément 

a 

ici, de . soit : 

d — fl 


(97) 


1 

dO 

_i fl de 

6 — fl (0 — fi)^ dfi 


1 

{B -fl) 




-f- R, 


expression où tout terme est de degré global au moins égal 
à — 4 et, conformément à une remarque faite plus haut 
sur l'expression (90), toute la partie R, de degré au moins 
égal à zéro; quant au numérateur, il contient en facteur 
{0 — fiy-^ et Ha dérivée !^o' H- 4- laquelle est égale 
à 1 en a et pour /x = o. 

Le produit jV dry étant ainsi de la forme 


F 1 -f- fiB^' -I- 


d^lm-^dtiB— fi)^^ 
' àB\ 



dt 



où les termes représentés par des points sont de degré 
global au moins égal à m — 2, on aura, avec la même 
convention, pour le coefficient de dt dans l’intégrale 
simple (96), la valeur : 

iFo(^-/x)-^4-.... 


et, d’après ce qui vient d’être dit, le coefficient de ( — 
contiendra au moins une fois B^ en . facteur (puisque 
h-hk>m — d — — 3, h' = — 2), le coefficient 

de la première puissance de B^ étant uniquement fourni 
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par l^s termes que nous avons explicitement écrits dans 
la formule précédente. Comme 0 — /i “ 9 ^ — y, quantité 

dans laquelle on peut, en ne négligeant encore que des 
termes de degré supérieur, remplacer B par ^ 0 , ce coeffi- 
cient est : 



Fo étant, ici, pour ^ = o, la valeur de la quantité (95). 
Le coefficient de s’en déduira en multipliant par 

( — 1)’”“^, de sorte que le facteur de Fo dans ce coefficient 
est (cf . 144) le coefficient (28) et est, par conséquent, destiné 
à s’éliminer. 

Ainsi, dans la quantité à intégrer de (96), les coefficients 
des puissances de y, depuis o jusqu’à rui — 2, sont limités 
en valeur absolue et même infinitésimaux, de l’ordre de B ; 
par conséquent, dans l’intégrale prise depuis o jusqu’à e, 
la totalité des termes correspondants sera au moins, de 
l’ordre de ce qui équivaut au résultat trouvé au n® 141. 

En raison de ce résultat, on voit qu’on obtient la valeur 
cherchée en prenant o comme limite supérieure. B^ étant 
remplacé par sa valeur (88) en fonction de l, on voit qu’une 
telle intégrale reste holomorphe même pour c très petit, et 
contient même en facteur. 

179. Le calcul des termes de frontière va se faire d’après 
une marche toute semblable. L’élément dS se déduisant 
encore de l’élément de volume par suppression pure et 
simple du facteur dt, la valeur de do-y s’en déduira par 
suppression du facteur dy ou, si l’on veut, se déduira de 
la valeur de^ry, telle qu’elle résulte de (94), par suppression 
de dt. Le calcul sera donc exactement le même que tout à 
l’heure à cela près qu’on n’aura plus à intégrer par rapport 
à t, mais à faire t = o et que.îa nouvelle valeur de F sera : 

(99) F=J.[v«, (lV -^)] 
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si Ton part de (29) et : 

(99 bis) J,/V(Mi -f-LuJ, 

si l’on part de (29 bis). 

Ici encore, il ne s’introduit donc pas de dénominateur 0^; 
le résultat est holomorphe (^) même pour c = o et contient 
encore c (mais non plus c^) en facteur. Le coefficient du 
premier terme (c’est-à-dire de c) s’obtiendra comme tout 
à riieure, c’est-à-dire est donné par la formule (08), avec 
la valeur (00) ou (09') de F. 

179 bis. l.e calcul des termes contenant est immédiat 

dv 

si on prend la foi mule sous la forme (20 bis). Il suffit d’ima- 
giner que le calcul est fait, non seulement en ce qui 
concerne S, mais aussi pour la surface auxiliaire : le 
résultat sera une foncfion analytique, non seulement des 
variables ci-dessus mentionnées, mais aussi de v, et la diffé- 
rentiation par rapport à ce dernier ne donne par conséquent 
aucune difficulté. 

Avec les hypothèses particulières faites au n° 172 sur le 
choix des variables, la surface auxiliaire Sv sera t == const. 


180. On peut vérifier le même fait directement et même 
calculer plus aisément le résultat, en partant, cette fois, de 
la formule (29). Ia 3 seul terme qui présente des circonstances 
nouvelles est évidemment le dernier terme (83), soit : 


(C) 


1 

(m,~2)\ 


dy"* (y=o) 


s. 



La quantité à multiplier par l’élément est ici 

de\ dv’ 

î(, 

^ Wq V == ^ (x; a) . 


(1) Fait évident a priori, sans quoi les termes (B) de (83) ou de (83 bit) 
seraient infinis au voisinage de S, et le problème de Cauchy n’aurait pas 
de solution en général. 
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Le facteur a pour terme de moindre degré (toujours 

pour X voisin de à) la différence — 2 (c — t), soit ici 
— 2c, puisqu’on se place sur la surface S. Un nouveau 
facteur c apparaît donc de ce fait, portant le degré d’homo- 
généité minimum à m — 2 = 2mi — 2; mais, par contre, 
on doit prendre Ji — — 1. Nous voyons donc bien qu’il 

n’apparaîtra pas de puissance négative de c; mais, cette 
fois, il y aura un terme indépendant d-e c, savoir, au signe 
près [en tenant compte ce que, dans (C), ne figure, en 
dénominateur de la dérivée (rui — i)ièine^ q^.0 factorielle 
(m, — 2)!] : 


(98') 


(m. - I) 


1 




(m,— 2)! 

Il faudrait, ici, introduire le facteur ( — \ étant 

donnée la nouvelle valeur de h'. Mais comme l’expression 


qui vient d’etre obtenue pour comporte un signe — , 

nous retrouvons exactement la valeur (98') si, comme plus 
haut, nous écartons le facteur ( — J)"”». 


Remarque. — Tous ces calculs subsistent si les diverses 
données (coefficients de l’équation et données de Cauchy), 
au lieu d’être analytiques, sont simplement supposées régu- 
lières, On pourra également en déduire (par différentiation 
sous les signes SSS> SS S) valeurs des dérivées 
premières et secondes de ii, pourvu que les coefficients de 
l’équation et les données de Cauchy admettent elles-mêmes 
des dérivées partielles jusqu’à un ordre suffisamment élevé. 

De plus, il suffira de connaître ces dernières dérivées ou 
d’en avoir des valeurs approchées pour calculer les valeurs 
exactes ou approchées de u ou de ses dérivées premières 
ou secondes. 


181. Une conséquence des calculs qui précèdent peut encore 
être notée : ils nous permettent de vérifier directement que la 

solution donnée par la formule (29) ou (29 bis) remplit bien, à 
la frontière S, les conditions de Cauchy, fait que nous avons 
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établi d’une manière générale au n® 145 , mais sans pouvoir nous 
passer (Cf. 117 ) d’une intervention du théorème de Cauchy-^ 
Kowalewsky. 

Il n’y a d’ores et déjà aucune difficulté en ce qui regarde la 
première d'entre elles. Parmi les termes qui viennent d’être 
calculés, un seul ne s’annule pas avec c, à savoir (98') (n® préc.), 
qui doit être réduit à sa valeur pour x confondu avec a et intégré 
par rapport aux y, c’est-à-dire multiplié purement et simplement 
par n^_a, soit : 

(100) (uij 1) 

_ t 

puisque Jj et V se réduisent à l’unité lorsque les points a; et a 
coïncident. 

Le coefficient numérique est précisément (28), au facteur 
( — l)"*i près dont 11 a déjà été tenu compte. On a donc, en cha- 
que point de S, — Uq et la première condition de Cauchy est 
bien vérifiée. 

Dans la dérivée —, le deuxième terme (83) fournit une pre- 
âc 

mière partie non nulle avec c, savoir le coefficient de c, donné 
par les formules (98), (99), avec multiplication par ^m- 2 ^ soit ; 

(lOOJ'is) ('»! — 1) C„ V -H «„L — 


expression dans laquelle on doit encore supprimer le coefficient 
numérique détruit par (28). Le terme en Mj donne bien la valeur 
voulue de la dérivée considérée. Il reste à s’assurer que les 
termes en sont détruits par ceux que nous allons trouver en 
dérivant (83 C). 

La seule difficulté est — comme dans tous les problèmes ana- 
logues tels que les pose, par exemple, la théorie du potentiel — 
occasionnée par la dérivation de ce dernier terme. Il est néces- 
saire, à ce point de vue, de calculer, dans l’expression 


( 101 ) 


dv /, de \ 



qui figure en facteur de sous le signe S, les termes de 

degré d’homogénéité égal à 1, et, à cet effet, de considérer, dans 
chacun des développements que cette expression contient, non 
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plus le premier terme qui est intervenu dans le calcul de (93 his), 
mais celui ou ceux dont le degré (toujours degré global en 0^, fj.) 
est supérieur d’une unité à celui-là. 

Le second terme du développement de la quantité : 

^ = JiWo'V = ^0 *+• -f- .... 


ne donne rien et on peut môme faire d’emblée, dans la fonction 
== x* = a®, .... ==: a^-\ 

Remarquons, tout d’abord, en effet, que la variable t doit ici 
recevoir la valeur zéro. Les variables x\ pour i = i, 2, ..., 
(m — 1), pourront être remplacées par les expressions (76) où les 
a* seront constants et c variable, développements que nous pour- 
rons réduire à a* -+■ puisque nous pourrons encore négliger 
tout ce qui élève le degré d’homogénéité de plus d'une unité. 
Pour la même raison, le développement de Taylor de O suivant 
les puissances des (x* — et*) pourra être borné à ses termes du 
premier ordre ; il sera donc linéaire par rapport aux X*, c’est- 
à-dire par rapport aux soit (en assimilant encore ^ à 
c — t = c) : 


^ a?*, , o; a\ a®, c) 

~= ^ (a\ 0; a^ .. ^ (*^) 

le signe ^ désignant une sommation dans laquelle l’indice i 

prend les valeurs 1 , 2 , m — 1 seulement. 

Les coefficients des pouvant ainsi être considérés comme 
indépendants des 9 , l’intégration par rapport à ces dernières 
variables donnera un résultat nul, en vertu de (87). Le seul 
terme à inscrire de ce chef est donc celui qu'on obtient en diffé- 
rentiant directement ^ par rapport à la variable c, c’est-à-dire 

en remplaçant par-^(JiV), soit (puisque et V se rédui- 

vC 

sent à l’unité en o) : 


(102) 


/àJ, ^ dV\ [i 

[dT -w; = (2 


<^lQg|A| 

âc 


ÉL 

âc 


âV \ 
de ) 


abstraction faite encore des facteurs numériques (28). 
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182. Pour traiter les autres éléments de la quantité (101), nous 
pourrons supposer les variables choisies de manière à donner à 
l'élément linéaire H la forme (79) du n° 172, et cela sans avoir 
égard à l’objection formulée à cet endroit, puisque nous nous 
plaçons au voisinage immédiat de la surface initiale S. En vertu 
de la forme de l’équation (80), la valeur de t s'écrira : 


avec 

(103) 


t = 0 


H' (X\ X\ .... X"-^) H- .... 


H'(X) H' (X\ ...., X^ V ^ X‘ X 

jLJ ât 




âE, 


i.k = 1 


ât 


ik Yi 


X'X*' 


^la somme 



1 , 2, ...., m 


se rapportant, 
1 des indices'^ 


comme ci-dessus, aux valeurs 
ou, en passant aux variables 


(104) 





les termes remplacés par des points étant tous de degré supérieur 
au second en 6, ^ et la forme 

= 

= {^11 i'i + ^2 ^2 + + h,m-l îm-t 

^m-1 , m-1 


étant celle qu’on déduit de H' par la substitution (78). 

Dans ces conditions, les développements (89), (90), (91) devien- 
dront respectivement 


(89') c — t — 6 (Cj, Cg, — ^m-i) — 


e — 


4 

\o - 


4 


0e(e)+ .... 


e = c — t -h 


(c - t — fxY 


(90') 


4 


BC{e) + .... 
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de sorte que 


e. = c — t 


{c — ty 


X(e) 


■f 3t{è)+ 


- iJ€(e) + 


(910 7 = 2 /» (?,+ 


2 


j 3C(e) -f 


les termes remplacés par des points étant du troisième ordre au 
moins dans (890, (W), du quatrième dans (910. 

Pour le iacteur de i {6 — dans (101), il vient 

av 

. 

K O 2 


1 + 


3C(e) 


àû 


= <r^[< + î «(')+ ] 

= + -] 

183. La quantité s'évaluera par la relation 


(Cf. Liv. II, 58) 

dV __ 
ât ~~ 


(i05) 


îP. = 2.P. = 2. [p.. + < (^)_ + 

dans laquelle Pom, d' <près la formule (27) du Liv. II, n'' 55, n'est 

autre que ( (de sorte que pendant que 

\ as /o as 

est donné par la dernière équation (Lg) du même numéro, soit 


(106) 


(dv„\ 

\ ds A 


1 


2 ^ ^Poi’ p 02 * ’ Po,(m-l))’ 

me qua( 


en désignant par A' la forme quadratique 


ât 


ViVic- 


Hadâmàkd. 



402 


APPLICATION AUX CONDITIONS AUX LIMITES 


Il est tout indiqué de rechercher la relation qui existe entre 
cette forme A' et la forme H' précédemment écrite. Nous savons 
que, moyennant les relations 


(107) 


Pi ^ 


âE 

dx* ’ 


on a : 

(108) ^ ^ 


Je dis que, dans les mêmes conditions, on a : 
(109) A'(p) = A'(p„ p„,_,) = - W(x). 


Pour le voir, soit St une différentielle, et différentions la for- 
mule (108) en laissant les x constants, les p étant, dès lors, en 
général, variables de par les formules (107). Le premier membre 
de (108) variera, dès lors, pour deux raisons, savoir à cause de 
la variation des p et à cause de la variation des coefficients A. 
Tenant compte séparément de ces deux causes de variation, il 
vient : 

8H(i) =W(x)Bt = A'(p) «P< = A'(p) + 22'x% 

= A'(p)‘-f- 28H. 


ce qui est bien la relation (109). 

dr 

La valeur (105) de devient ainsi, en tenant compte des 

ut 

formules (86) et de la signification des variables normales X : 


dV 

ôt 


— — , 2 (^0 ) ^^(^) 


— — 2 {Oq U -f- -h — p) ^ (e) 


ou, d’après (910, 


or 

dt 


-_=r — 2c -j- 


(0 - p) 
2 


2 


(c) = — 2c + 



(e) . 


à l’ordre près qui nous intéresse actuellement, c’est-à-dire à des 
termes près du troisième ordre en c, p. 
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184. Finalement, le coefficient de ^ dans la quantité (101) est 
(à l’ordre qui nous intéresse) 


ie - txY 


ou, plus simplement : 


'J 2(6 -/i) 


(6 - 


(110) - h 2 J 


(6 — 


Cette quantité se truite évidemment comme les précédentes. 
Toutefois, dans l’expression 

6 — U = J ^ 


nous ne devons plus, au second membre, remplacer d par Bq, 
mais bien par l’expression (OO'), ce qui donne 


(c 


— — y -4- (c — p) ^ ^ (e) 

et [le facteur (c — étant ici assimilable à — 7 à des termes 
d’ordre supérieur près] se réduit à : 

(111) — 7= (e“ — r) [l + I ^(c)] 

m 3 

C’est cette quantité qui est élevée à la puissance - dans le 

U 

premier terme de (110), tandis qu’il suffit d’élever (c* — y) à la 

TYl 1 

puissance — — — dans le second. Le coefficient de ( — dans 

Wt — 3 Cflt 

(c 2 — 2 étant, comme nous l’avons dit, — et dans 

— y) 2 , (m — . c, on voit, en remplaçant 


1 -f- ^ (e) I par 1 H- 


m — 3 


cBt{e) 


1 4- y ^ (^c) I par 14 - 


m — 1 


c BC (e), 
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que les teïmes en 0C(e) disparaissent et que, dans le faeteur 
(110), le coefficient de ( — est — C,„_i [donc celui de 
ym -1 ( — l)”‘iC,^ _i] h des termes second ordre près en c, d’où 
résulte que ce facteur n’apporte aucun terme à la dérivée 
cherchée 

de 

I>a dérivée du dernier terme (83) se réduit donc à l’expression 


( 102 ) 


r#- 

d\ 

H : h 

1 

à log |A| ■ 


dc 

2 

àc 


obtenue plus haut par dérivation de la quantité du n° 180. 

Ce calcul termine l’évaluation que nous avions en vue. Dans 
le terme (1(X) bis) qui provient de la différentiation du second 


d\ d\ 

terme (83), on peut (’), pour c = o, remplacer — = 

- dv àt 

par — — . On voit donc que les termes en disparaissent de 

la valeur de et que l’expression (29) du n® 144, ou 

l’expression équivalente (29) que nous lui avons substituée aux 
II”* 174-175, satisfait aux conditions de Cauchy, du moment que, 

les deux fonctions V et V sont régulières, la première satis- 
faisant, pour X et a confondus en un même point de la surface S, 
aux deux relations 


(112) V =: 1 , 


de de ^ 2A de 


185. Que la fonction V possède effectivement cette double 
propriété, c’est ce qui est nécessaire pour que le problème de 
Cauchy puisse avoir une solution, et nous savons qu’il en a une 
dès que les données sont analytiques. Mais, ici encore, on peut 
rechercher, du même fait, une démonstration directe, indépen- 
dante du théorème de Cauchy-KowaleAvski. 

La première des relations (112), lorsque le point x se confond 
avec le sommet du conoïde, a lieu par définition. 

Pour calculer, dans les mêmes conditions, les dérivées par- 
tielles du premier ordre de la fonction V, nous pourrons la 


(1) L’égalité V = 1 étant vérifiée identiquement (en aC ..... a”*— U c) 

Jv 

pour X* = a*, I = c, il en est de même do -1- = 0. 

ot oc 
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réduire au premier terme <3e son développement, puisque les 
autres contiennent tous en facteur F, lequel est du second ordre. 
Or, nous avons précédemment (169) trouvé (0 : 


où J est le jacobien des x par rapport aux paramètres A, s du 
Livre IL 

Ceci peut encore s’écrire 


V = J fs. - 

1 

- / 4- + (BMdx” 

V px 




V D(X^X^ .. 

..,X*) 


I -7 -i- .... -f- , 

7r 


comme on le voit en formant le Jacobien des X* = par 
rapport aux variables A, s, lequel se réduit au produit de 
par le second membre de la relation (73) (n"* 169). Or, le pro- 


duit Vq v/T (équivalent a s/T) qui intervient dans la relation 
précédente, a précisément, au sommet du conoïde (toujours en 
vertu de ce qu 'alors = ,1 = 1), pour dériveSe la moitié de la 

... ^ àT ài 

combinaison 2 -- - -f- (jiu 

âc âc 

tion (112); et, d’autre part, on a (sensiblement) 


ligure dans la seconde rela- 


Vv/j-v„^j = i+2[(i^'5^-+-T 


d log A \ 

~W~ } 


(x‘ - a‘) 


] 


Le terme correspondant h i — m est celui qui nous intéresse, 
et donne bien le résultat prévu, étant donné qu’on a ici 
et que (voir Appendice I, n" 211) L a également cette valeur 

Remahque. — Ici encore, nos calculs ne supposent pas les don- 
néiîs analytiques, mais seulement dérivables jusqu’à un certain 
ordre, que les raisonnements qui précèdent permettraient même 
de préciser. 


(I) La formule ici écrite diffère de la formule (72) du n® 169 par le 
changement de signe de l’exposant de e, en raison de ce que nous 
raisonnons sur la fonction (correspondant à l’équation adjointe) et 
non sur Üj, (tout en ne permutant pas, eette fois, les variables a et x). 
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186. Nous avons prouvé, jusqu’ici, l’existence et l’ana- 
lyticité de la solution u à l’intérieur d’une partie quel- 
conque ül' de ûl limitée de manière que le demi-conoïde 
rétrograde de sommet quelconque a compris dans Ûl' 
soit, avec t — o, la frontière d’un volume intérieur à la 
région de définition de V, par exemple intérieur à la 
région de validité des opérations du n® 62. On s’affranchit 
de cette restriction par le procédé habituel de prolongement 
analytique. 

La conclusion est acquise, en raison des hypothèses faites 
sur les variables, si on introduit la limitation |<| < T, en 
désignant par ï une constante positive convenablement 
choisie : cette dernière peut en fait être fixée — et ceci une 
fois pour toutes dans la région (H toute entière, de telle 
manière que \l — c\ < T (avec T > o) implique l’inégalité 


du n° 63, et par conséquent, la convergence de la série qui 
donne V. 

Or, comme les valeurs de u et de pour t = o, nous 
sont données, et qu’elle sont analytiques, on est assuré de 
pouvoir, à l’aide de ce qui précède, calculer les valeurs de 
ces mêmes quantités pour n’importe quel t compris entre 
0 et ï, les valeurs correspondant à i = T étant de nouveau 
holomorphes en Xi, Xa, ...., Xm-i autour d’un point queil- 
conque (1) du plan t = T compris dans 01. Mais de telles 

valeurs analytiques de u et de permettent de poser 

un nouveau problème de Cauchy dont les données sont 
portées par le plan t = T : la solution sera définie par ce 
qui précède, et sera holomorphe au moins jusqu’à t = 2T 
(du moins dans la partie comprise dans 01); en continuant 
de la même façon, on peut atteindre tout plan t = const. 
(s’il contient des points de 01). 


(1> La partie utile du demi-conoide iaeu d’ua tel point est, cûnsi qu’on 
l’a dit il y a un instant, supposée entièrement à l’intérieur de 
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187, Le résultat ci-dessus et la méthode employée pour 
le démontrer rappellent évidemment un raisonnement 
analogue de la théorie des équations différentielles ordi- 
naires et la conclusion correspondante, savoir : les solu- 
tions d'une équation analytique linéaire différentielle 
{linéaire) ne peuvent admettre d'autres singularités que 
celles des coefficients eux-mêmes. 

Une des démonstrations de ce dernier théorème (0 con- 
siste' précisément à observer que le rayon de convergence 
du développement d’une quelconque des solutions en 
question autour d’un point quelconque (ou, tout au moins, 
une limite inférieure de ce rayon) peut s’obtenir sans savoir 
quelle solution de l’équation on prend. De même, ici, on 
utilise le fait qu’on peut donner a priori un intervalle de 
valeurs de t auquel on peut étendre la définition de la 
solution. 

Une telle analogie pourrait conduire à penser qu'on 
pourrait atteindre le même résultat à l’aide des méthodes 
primitives qui ont été généralement appliquées au problème 
de Cauchy, c’est-à-dire du raisonnement classique de 
Cauchy-Kowalewsky. Cependant, ceci serait une erreur : 
en d’autres termes, le rayon de convergence du développe- 
ment de la solution du problème de Cauchy (relatif à 
t = const.) par rapport à f, quand on l’obtient par le 
Calcul des limites, doit dépendre, non seulement des déve- 
loppements des coefficients, mais aussi des rayons de con- 
vergence des développements (par rapport aux autres 
variables Xi, ....) des données Uo et Ui. 

En effet, s’il n’en était pas ainsi, la conclusion serait 
commune aux équations hyperboliques et elliptiques (les 
premières étant même majorantes des dernières dans le 
mode classique de calcul qui sert à la démonstration du 
théorème fondamental de Cauchy). Mais tel n’est pas le 
cas, comme on le voit, pour l’équation de Laplace, 

æu â^u _ 

dx* ^ ây^ 


(1) Voir, par exempile, 1© Cours d*Analyse de Jordan, t. HI, 1887, n® 92, 

p. 108. 
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si on considère les exemples les plus simples, tels que : 

« = (= partie réelle de 

dont la valeur, pour x = o ^savoir > ainsi que la 

valeur de sa dérivée ^savoir -■■ j — ^j ' 2 'j ®st holomor- 

phe pour tout y réel et qui, cependant, admet la singularité 
X = i, y = O. 

C’est évidemment sous une autre forme, le paradoxe 
étudié au Livre I, chap. II qui reparaît. 

189. Nous avons ainsi démontré que la solution du pro- 
blème de Cauchy à données analytiques existe certai- 
nement et est holomorphe dans toute la région quelconque 
ûl satisfaisant aux conditions ci-dessus et dans laquelle la 
solution élémentaire existe elle-même et est analytique. 
Mais, que peut-on dire de cette dernière? Le numérateur 
de la solution élémentaire existe-t-il et est-il holomorphe 
tant que : 1° les coefficients de l’équation sont eux-mêmes 
holomorphes, le discriminant de A étant constamment 
différent de zéro; 2° les équations (29) du Livre II, n® 57 
peuvent être résolues d’une façon univoque et continue, 
leur Jacobien étant différent de zéro, et que, par consé- 
quent, les deux points a et x peuvent être joints par une 
géodésique parfaitement déterminée, située dans et 
variant continûment en fonction des coordonnées de ces 
points? 

En premier lieu, on peut observer que ces hypothèses 
sont suffisantes pour la construction de chacun des coeffi- 
cients successifs Ua par les calculs du Livre II, n° 62. De 
plus, il n’y a aucune difficulté à montrer que ces fonctions 
seront holomorphes dans la région CR. (ce qui, du reste, va 
apparaître plus loin). 

U lui-même se déduit des Uft à l’aide du développement 


ü =: Uo 4- u,r4- .... -f- 4- .... 
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Nous allons voir que ce développement converge non seu- 
lement autour de a, ainsi qu’on Ta vu au Livre II, mais 
aussi pour tout point de la région (y) tel que T soit suffisam- 
ment petit, c’est-à-dire dans le voisinage du conoïde carac- 
téristique (ou, plus exactement, de la partie de ce conoïde 
qui est contenue dans Cfl). 

Dans ce but, c’est-à-dire pour obtenir des limites supé- 
rieures pour les |Uft|, nous reprendrons le « Calcul des 
limites » du n"" 63 pour l’appliquer non seulement aux 
développements autour de a, mais aussi aux développe- 
ments autour de n’importe quel point intérieur à CR.. 

Comme au n° 63, on prendra les variables normales rela- 
tives à a (de sorte que les géodésiques de ce point sont 
représentées par des lignes droites), la somme des valeurs 
absolues de ces variables étant encore désignée par o-, et 
on changera d’inconnue de manière à ce que le premier 
terme Uo de la série soit : 

"• = ^ (<’" ”• = •) 

De plus, et uniquement pour simplifier la notation ('), on 
peut admettre qu’on a fait un changement de coordonnées 
de manière à faire passer un des axes — soit l'axe des Xm 
— par un point x' autour duquel on peut étudier les déve- 
loppements de Taylor : la variable Xm sera remplacée par y, 
dont la valeur en x' sera désignée par y\ et on a à consi- 
dérer des développements suivant les puissances de 


(1) Il serait facile de répéter le raisonnement du texte sans ce choix 
particulier d’axes. On développerait les fonctions autour de 

(x^f, x,f, æf^) 

en posant : 

•ï*f = + X,. 

Les coefficients des seconds membres de (113) et de (114) (développés 
suivant les puissances de X) seraient alors fonctions des x^^f, x^y^f 
derniers étant remplacés par sxj, seff^ dans la quantité à intégrer 
de (115), et irf serait : 


|XJ + |X,| + + |X„|. 
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Xi, X 2 , ..... Xm-i et de y — y = Y. Pour un coefficient 
quelconque A de l’équation, ce développement sera 

(li:t) A= ^ A^._ (yO •••• 

fe,, /f,„ 

En supposant que toutes les quantités A sont holo- 
inorphes — et, par conséquent, uniformément holomorphes 
— dans dl, on peut admettre que toute les séries (121) 
admettent comme majorante commune celle du n° 63 


1 


laquelle pourra être supposée indépendante de la position 
du point X, donc de y' (qui définit la position de x' sur 
l’axe des y) et aussi de notre rotation d’axes — à ceci près 
que cr sera remplacé par cr' = \xi] 4- .. • + |arm-i| 4- |Y1. 
On en déduit comme au n° 63, que si 


K. 



est une majorante du développement de Uh autour de x' 
(cette majorante étant encore supposée indépendante de y'). 
le développement de ^(Uft), — soit (les coefficients étant 
encore fonctions de y') : 


(114) 


=2 


(fc) 




iy') 


'-T Y"-», 


admettra la majorante 


2fc(2/»+l)nTt> 

(• - f')’“ 


On doit ensuite former les intégrales (44^) du n° 62 
(avec Uo = oonst.). Le chemin d’intégration est la ligne 
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droite joignant l’origine au point (xi, Xa, Xm-i, y' -4- Y) 
de sorte qu’on peut représenter les coordonnées d’un point 
arbitraire de ce chemin par sxj, sxa, s( 2 /' -h Y), où le 
paramètre s varie depuis zéro jusqu’à la valeur finalle 1; 
s est précisément la variable d’intégration de cette équa- 
tion (44'). Pour chaque valeur de s, la quantité (115) sera 
développée suivant la formule de Taylor depuis le point 
initial (o, o, o, sy'), c^est-à-dire en remplaçant, dans 
(114), Xi, Xa, y\ Y par sxi, sXa, ....,sxn,~i, sy\ s\. 

En intégrant par rapport à s, on trouve le développement 
cherché de IWi, savoir 


(115) 


U 


tJo 1 m 

fej, kg, 

4 (p 4 -h + l) 


et on obtient une majorante pour cette expression si on 
remplace chaque par la valeur (114 bis) correspondante. 
Comme cette dernière est indépendante de i/' et peut sortir 

du signe J* , on obtient la même majorante finale qu’au 

n® 63 (au remplacement près de o- par cr'), et on voit que 
la série qui donne U converge quand on a 


'ri < 




inégalité qui prend une forme complètement indépendante 
de notre rotation d’axes (‘). Si l’on y remplace «r' par la 
quantité plus grande \/mD, en désignant par D la distance 
entre x et x', on prendra le point x' sur le conoïde lui-même 
et on lui fera occuper successivement toutes les positions 
possibles sur ce conoïde : dans ces conditions, un point x 
qui lui est associé de telle manière que \/mD < | r peut 
prendre toute position telle que F soit inférieur à une 


(i) On se limite ici au domaine réel. 
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constante positive y convenablement choisie (car tous les 
points réels compris entre les deux hyperquadriques 
r = y' et r = — y dans la région finie sont à une 
distance du conoïde plus petite que | r si y est suffisamment 
petit). 

Par conséquent, U existera certainement et sera ho'lo- 
morphe toutes les fois que T sera plus petit que y, en 

• 1 

appelant ainsi le plus petit des deux nombres 7 ' et - 7 - 7 -. 

On remarquera que ce domaine d’existence n’est plus très 
petit en tous sens; le point x n’est pas assujetti à être très 
voisin de a, mais seulement à être très près d’être en onde 
avec lui. 

490. Si on combine maintenant le résultat ci-dessus avec 
ceux de la méthode précédemment exposée, on pourra 
étendre la définition de U à toute la partie de la région 
(cette dernière satisfaisant encore aux mêmes hypothèses) 
qui est à l’intérieur du conoïde, de sa nappe directe par 
exemple. Plus exactement, on atteindra tout point x tel 
que le plan t = oonst. passant par ce point (t ayant la 
même signification que ci-dessus) délimite avec T un volume 
entièrement compris dans ôt. 

Pour cela, désignons par T un nombre positif tel que les 
calculs du n° 63 définissent U toutes les fois que, d’une 
part, r(a;; a) > 0 et que, de l’autre, la différence \t — c| 
des t relatifs à x et à a est plus petite que T. D’un autre 
côté, remarquons que si on trace le demi-conoïde rétrograde 
à partir d’un point quelconque x' intérieur à T et tel 
y 

que r >— et si on le coupe par le plan t ■=■ t' — T, le 

volume ainsi compris sera tout entier à l’intérieur du 
conoïde si le nombre positif T est suffisamment petit (0- 
Admettons qu’il en est ainsi et admettons aussi qu’il est 
plus petit que les nombres désignés par la même lettre au 
n** 186. 


(1) Si on suppose, comme il est permis, que F est égal à 
— 3"./ — . ... la condition que l’on devra imposer à T sera 
T < 7 : 4 max. {t -f -|- •— "h 
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Pour O < f < T (et r > O, ce qui est implicitement 
entendu dans tout le raisonnement ci-dessous), U est défini 
par le n'^ 63, et est holomorphe. 

Pour T < i < 2T, deux cas peuvent se présenter. Ou le 
demi-conoïde rétrograde issu de x coupe le plan f = T 

entièrement à l’intérieur de T : alors ii et sont 

ât 

connus dans toute la portion So du plan t = T ainsi 
obtenue, et, par conséquent, la valeur de est donnée 
par les formules générales résolvant le problème de Cauchy, 
et elle est holomorphe, comme on la déjà exposé (^); ou 
les b i caractéristiques rétrogrades issues de x peuvent 
couper V avant de rencontrer t = T; mais, par définition 
de la quantité T, ceci ne peut se présenter que si, en x, 

on a r < —et alors la valeur de Ux est définie par les 

calculs du n° précédent, et est holomorphe. De plus, les 
définitions sont valables simultanément dans une certaine 

région ^ < T < et coïncident toutes deux avec le 

prolongement analytique des valeurs de u déjà trouvées. 
On a donc une fonction analytique unique pour tout le 
domaine correspondant o < i < 2T dans T. 

II est évident qu’on peut appliquer les mêmes opérations 
à 2T < ^ < 3T; et ainsi de suite. On a donc ainsi complè- 
tement démontré la conclusion. U est holomorphe par 
rapport aux x et (pour les mêmes raisons que ci-dessus) 
aux a, dans toute la région commune à dl et à l’intérieur 
du conoïde (en y adjoignant même le voisinage de la surface 
de ce conoïde). 

191. La méthode, tant pour la définition de w que pour 
celle de U, a consisté à calculer ces quantités pour des 
points, — ou des « événements », comme on peut les 
appeler — éloignés, à l’aide de points intermédiaires suffi- 


(1) Nous avons écrit les inégalités de manière à ce que S^ soit toujours 
strictement intérieur à V dans le premier cas, on vertu de quoi non 
seulement U, mais môme u, sont nécessairement holomorplies dans S,. 
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samment rapprochés. On peut donc dire que ceci est une 
illustration de ce que nous avons appelé la « majeure de 
Huygens ». 

Une étude complète des conséquences d’un tel principe 
[laquelle nécessiterait, toutefois, des recherches de plus 
longue haleine (^)] nous donnerait de nouvelles extensions 
de nos résultats. On pourrait même, de cette manière, 
mettre en évidence le fait remarquable que la condition 
que deux points quelconques x et a de dl ne puissent être 
joints que par une seule géodésique, laquelle semble fon- 
daiinentale, n’est pas nécessaire. 

Nous nous contenterons, pour l’instant, de noter un 
point. Sans que la région dt soit supposé vérifier la condi- 
tion en question, supposons néanmoins (pour m pair) que 
les fonctions V et V existent et qu’elles soient analytiques 
dans âl. Dans ce cas, même si le point a est choisi à une 
telle distance de S que, dans le domaine compris entre r 
et S, la solution du premier système d’équations (29), 
n^ 57, cesse d’être possible d’une manière univoque [le 
Jacobien (30) du même n° s’annulant, par exemple, dans 
ce domaine ou même sur So] toutes les intégrales des 
seconds membres de (29) ou de (29 bis), n® 145, peuvent 
encore être définies. La seule condition nécessaire pour cela 
est que chaque géodésique issue de a intérieure au conoïde 
ou lui appartenant coupe toujours S en un point déterminé 
et sous un angle fini. 

Il suffirait, en effet, pour définir les intégrales en ques- 
tion, de les exprimer toutes à l’aide des variables nor- 
males ^ correspondant à a. Il est clair que nos nouvelles 
hypothèses n’empêchent pas chacune des intégrales du 
n® 474 d’une part, des n^s 177-180 de l’autre, d’avoir un 
sens (les x étant encore des fonctions holomorphes des 
sans examiner si la réciproque est vraie ou non), et d’être 
une fonction holomorphe des a. 


(1) Nous sommes revenus sur ce sujet dans plusieurs Mémoires ulté- 
rieurs : Bulletin de la Société Mathématique de France, tome LU (1924), 
p. 241; Acta Mathematica, tome XLIX, p. 203; Journal de Mathématiques, 
tome VIII (1929), p. 197; Congrès d-es Mathématiciens Slaves, Varsovie, 1929; 
Acta Mathematica, t, LTV, p. 247. (Note de la traduction.) 
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La quantité totale 29 ou (29 bis) que Ton en déduit est une 
fonction holomorphe des a. Dans la région partielle où 
les ^ sont des fonctions uniformes des x et des a, on a 
démontré par les calculs précédents qu’elle vérifie (E). 
Mais les valeurs de la même quantité en dehors de ÔIq 
(quoique intérieures à ôl) sont le prolongement analytique 
des valeurs intérieures à dto- Par conséquent, elles satis- 
feront aussi à (E), et représentent la solution du problème. 

192. Le cas non analytique. — Supposons maintenant que 
les coefficients ne sont plus analytiques; ils seront cepen- 
dant supposés réguliers, c’est-à-dire qu’ils admettront des 
dérivées par rapport à x jusqu ’.à un certain ordre suffisam- 
ment élevé. En fait, on sait, grâce aux propriétés des solu- 
tions de M. Tedone (Livre lïl), qu’une telle hypothèse est 
dans la nature des choses. Comme nous l’avons dit au 
Livre I, nous n’entreprendrons pas la détermination pré- 
cise de l’ordre de dérivabilité postulé : il nous suffira d’être 
sûr qu’un tel ordre existe pour toute valeur de m. 

Prenons encore m pair = 2mi ; soient toujours 

(E) 5=(«) = 2A„^ + y;B,|. + c„=, 

l’équation donnée, et 

(&) §(r) = O, 

son équation adjointe. En même temps, comme précédem- 
ment, nous considérerons l’équation à 2tni -f- i variables 

(EO 3!'(ul = 3!(u) -ÿ- = l, 

dont l’adjointe est 

(^0 - 0 = 0 . 

Les coefficients seront supposés admettre des dérivées 
partielles jusqu’à un certain ordre, ce qui peut s’exprimer 
en disant que, jusqu’aux éléments infinitésimaux de cet 
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ordro, ils ressemblent à des fonctions analytiques. L’exis- 
tence des dérivées jusqu’à un certain ordre nous suffit 
évidemment pour pouvoir exécuter la première partie des 
calculs, c’est-à-dire la construction de la quantité T; et 
l’existence, pour les coefficients, de dérivées partielles 
jusqu’à un ordre déterminé quelconque impliquerait l’exis- 
tence, pour cette quantité T, de dérivées partielles jusqu’à 
un certain ordre correspondant (voir Note Additionnelle, 
Livre II). 

Reprenons maintenant la construction des quantités 
successives W (ou V;/), telle que nous l’avons exposée 
Livre IL Quoique nous ne puissions continuer indéfiniment 
ainsi, nous pouvons évidemment calculer un certain nom- 
bre de ces quantités W : nombre d’autant plus grand que 
l’on admettra l’existence de plus de dérivées des coefficients 
(et, par conséquent, de T). 

Supposons que ce calcul soit possible jusqu’aux termes 
du (nii — 1)® ordre en T ou en F' = r — (z — c)* (les 
opérations relatives aux deux cas étant les mêmes, comme 
on l’a noté Livre II, à des coefficients numériques près) de 
sorte qu’on a, pour l’équation (^'), le développement 

[«'] = 2 

h = O 


qui est identique au développement de v' donné au Livre II, 
n® 62, au fait près qu’il est limité. Les termes correspon- 
dants relatifs à (S) consisteront en : 

1” la quantité V, au sujet de laquelle les calculs précé- 
dents du Livre II (ou de ce Livre ci, n° 435) ne demandent 
aucune modification, à savoir : 


2 



V,' 


2^ le premier terme V(o) du développement de la quantité 
que l’on a précédemment appelée V. 
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[v'] ne sera pas une solution de l’équation adjointe (S') 
mais les calculs du Livre II montrent que l’on a 

( 116 ) ^' ([«']) - (- D». 

étant une quantité (^) finie, continue et môme (si on 
admet l'existence des dérivées suivantes des coefficients) 
différentiable. De plus, cette quantité ^ est indépendante 
de Z. Le coefficient ( — introduit pour simplifier 

les calculs qui suivent, est le même que celui du premier 
membre de la formule (7) (n® 135), au facteur n près. 

193. Envisageons maintenant le problème sous le point 
de vue d’Hilbert : c’est-à-dire que l'on va chercher si on 
peut résoudre le problème de Cauchy en n’ayant plus à sa 
disposition la vraie solution élémentaire, mais seulement 
la quantité [u'], solution élémentaire incomplète ou « para- 
metrix » au sens d’Hilbert. Par conséquent, nous considé- 
rerons à nouveau le problème de Cauchy pour (E) et, en 
même temps, le problème équivalent correspondant pour 
(E'); pour ce dernier, nous récrirons la formule fondamen- 
tale, dans laquelle, cette fois, v' sera remplacé par la 
parametrix [u'] obtenue ci-dessus. 

La modification à effectuer dans la formule est évidente : 
elle consiste à tenir compte des valeurs (146) par l’addition 
d’une intégrale d’espace supplémentaire : 

sss dx,dx,....dx^dz 

— (— l)”- sss J dx, .... dx„dz 

(l’emploi du signe n’étant pas nécessaire ici). 

En employant le même processus que précédemment 


( 1 ) = 

Hadamard. 27 
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pour d-esoendre à Tespace à 2mi dimensions, on obtient 
/+ Vr dz /*-h dz 

puisque J_ = J_ 


(117) 


yi-' v'r' J~ vT' vr- 
= H + SSSo) ^'1' ‘l*! ■ 


dx„ 


où, pour plus de simplicité, on a représenté par H la quan- 
tité définie par 


2(— D’V”-* „ 
.(H8) — — H. 


(m, — 2) ! 


— SSS,„) 

— SSg^ (u, + Lu„) dS 

+ ■/ — ■' f „* ■ ' I SSS /Vdx .... dx 

(rHi — 2)1 L ^ 

-f- SS^ V -f- Lwo) dsj 


1 d QQ 

— - WoVaS 

(m^ — 2)1 dv ^ 




c’est-à-dire par la formule (29 ter) [qui est, ici, préférable 
à (29)] , sauf que V est remplacé par son premier terme V(o). 

Dans les deux formules ci-dessus, les points a, x sont 
supposés être du même côté de S, côté que nous appellerons 
le « côté positif »; et (a), par exemple, en indice des 
signes SSS> représente le domaine précédemment désigné 
par T, savoir le domaine enclos, du côté positif de S, par 
le demi-conoïde rétrograde issu de a. 


494. Nous avons à déterminer u à Taide de Téquation 
(117). Elle appartient évidemment au type bien connu des 
équations intégrales de seconde espèce. Le noyau — savoir ^ 
— est fini, de sorte que la solution est donnée sans 
aucune difficulté par les méthodes classiques (^). Même, 


(1) V. Bôcher, Introduction to the Study of Intégral Equatiom, 
Cambridge University Press, 1909, § 5; Fréchet et Heywood, Véquation 
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dans ce cas, on aura affaire au type de M, Volterra, en 
raison de la façon dont le domaine d’intégration dépend 
de (ai, tta, ttm) et tend vers zéro quand ce dernier 

point s’approche de S; on peut le résoudre par la méthode 
primitive de Liouville, sans avoir besoin de recourir h 
l’algorithme de Fredholm : la quantité cherchée u sera 
donnée par les approximations successives 


( 119 ) 


== H 

= Ea -h dx^ .... dx, 

H, -h SSS(a)V^V(^; a)dXi dx^ .... dx, 


— Ha 4- ^^2 •••• <^my 


U étant égal à lim 

n = oo 

Pour la raison indiquée tout à l’heure, ces approxima- 
tions vont converger de la même manière que dans le cas 
de M. Volberra, c’est-à-dire pour toutes les positions possi- 
bles des points a et a; (en onde ou sous onde l’un avec 
l’autre) à l’intérieur de Jl, sans aucune limitation de 
distance entre ces deux points (contrairement à ce qui arrive 
en général pour l’équation à limites fixes). 

Prenons encore la coordonnée t, en considérant une 
famille de surfaces à un seul paramètre St, de manière à 
ce que So coïncide avec la surface S donnée; que, de plus, 
chaque surface St soit surface d’espace et coupe chaque 
conoïdo caractéristique suivant une arête fermée. Sur une 
telle surface St quelconque, prenons comme élément dSt le 
quotient de l’élément d’espace à m dimensions par dt, de 
sorte que : 

dStdf = dT — dxi dx2 ... dx^. 

De plus, désignons par Ki un maximum de l’intégrale 
[(m — 1) uple] SS IV' (æ; a)l dSt, étendue à la section d’un 


de Fredholm et ses applications à la Physique mathématique, Paris, 
Hermann, 1912, p. 35-42; Lalesco, Introduction à la théorie des équations 
intégrales, Paris, Hermann, 1912, chap. I. 
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demi-conoïde rétrograde (ayant comme sommet un point 
quelconque a intérieur à âl) par une surface quelconque St. 
Si la fonction 97 ( 0 : 1 , X 2 , ....) est alors donnée, et que sa 
valeur absolue soit, sur chaque St, inférieure à ^( 0 » 1 ^^ 
valeur absolue de l’intégrale 

SSSt 9(^)^(^; .... dXrny 

prise dans le demi-conoïde rétrograde de sommet a (limité 
à S) admettra la limite supérieure 

(120) \SSS'r9(^H(^y a)dXj^ .... dx^\ < l^i ^Ct)dt, 

c désignant la valeur de t en a. 

Cette inégalité fournit la convergence requise, exactement 
comme dans les recherches de M. Vol terra et dans la 
méthode classique de M. Picard pour l’équation différen- 
tielle ordinaire. La différence entre 

deux approximations consécutives satisfaisant à la relation 

(119 bis) = SSS a)WJ^-^^dT^ 

à partir de n = 1 , avec 

(119 ter) = H, 

l’inégalité ( 120 ) montre que si l’on a 
|u(«)l = |H| <H„ 

Hi étant une constante positive, alors 

(1200 iw;">j = lu,'"' - < U. 

ce qui est le terme général d’une série convergente. 
Comme il s’ensuit de la sommation de cette série 

00 

Wo 4 “ ^ (w^”) — comme il est bien connu d’après 

1 

la théorie des équations intégrales, la solution u obtenue 
finalement est de la forme 


< 121 ) 


Ua = Ha — SS8(a) a)HxdT., 
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OÙ dTx €st une abréviation pour dxi dx2 .... dxm et où 

^(x; a) Xml a^, a^, aj, 

est une fonction déterminée des x et des a, appelée « noyau 
résolvant » (^) de Téquation intégrale en question, dont la 
valeur ne dépend que de l’expression de yp. 

195. Voyons maintenant comment cette solution dépend, 
non de la forme de H, mais des données elles-mêmes. Com- 
mençons par les termes en / : dans l’expression de H, on 
a le premier terme 

SSSVio)(x;a)f(x)dT,, 

dans lequel V{o) est une fonction à la fois des x et des a. 
En substituant cette quantité dans (121) et remplaçant 
les X par les a' comme variables d’intégration là où besoin 
est, on obtient : 

SSS V^,,f{x)dT, 

- SSS SSS / (x) dT, dT,. 


(1) Le calcul de ^ à Taide de ^|/ se fait par la méthode ordinaire de 
la théorie des équations intégrales (V. les ouvrages cités, note précé- 
dente). Après avoir calculé les deux premières approximations it(®) et u(*), 
on trouve que la troisième u(2), s’exprime en fonction de w(0. Pour 
l’obtenir en fonction de u(®) = H, on remplace u(^) lui-méme par son 
expression. En effectuant comme il a été expliqué dans le texte, on 
voit que 

= H, + a) + ^,( 1 ; o)] 

OÙ ^ ei où est représenté par une intégrale étendue au domaine 

que nous appelons (a)(a;) (voir le texte ci-après), savoir : 


a) = 888('fl;^a.; x// (x; a') V» (a'; fl) d^a>- 

En poursuivant de la même manière, on voit que = lim est 
représenté par (121), avec 

— ^{x; a) ~ “f* V'a "f* •••• “h *1“ » 

les termes V'» étant des « noÿaux itérés », de sorte que ^ et que 

xf,n(xj a) = 888fox*; ^«-i «0 ^ 

cette série qui donne (— ^) correspond à la série (h) de Bêcher (loc. cit,, 
§ 6), à la série (8), p. 38 de l'ouvrage de Fréchet et Heywood : elle 
converge pour les mêmes raisons que la série qui donne u. 
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Le second terme est une intégrale 2m — qui se 

rapporte à tous les systèmes de positions des deux points a' 
et X tels que : 

1° Le point a soit entre S et le demi-conoïde rétrograde 
de sommet a; 

2® Le point x soit, à son tour, entre S et le demi-conoïde 
rétrograde de sommet a. 

On peut intervertir les intégrations, c’est-à-dire qu’on 
peut intégrer en laissant fixe le point x et faisant varier a : 
ce qui, / étant en facteur, donne, pour l’autre facteur, la 
quantité 

(123) a) = SSS(a)(x) ^ («'; a)V^,)(x; a')dlV, 


le domaine de variabilité de a, qui est désigné par le 
symbole (a)(x) (partie ombrée de la fig. 33) et auquel est 
étendue l’intégration de cette formule, étant compris entre 
le demi-conoïde rétrograde de sommet a que l’on a consi- 
déré et le demi-conoïde direct (nappe conoïdale non tournée 
vers S) de sommet x. Le terme en question est ainsi : 

(122 bis) SSSia)V(i)(x; a)fix)dT^. 


Prenons maintenant l’autre terme contenant / dans l’ex- 
pression de H, savoir : 


(124) 


1 

(rUj — 2)! dy^~^ 


SSS,„,^ v/dT, 


l’intégration SS S étant étendue à tout l’espace ( 0)2 
compris du côté positif de S entre le demi-conoïde rétro- 
grade de sommet a et la surface r (x; a) = y. Il faut substi- 
tuer ceci à H dans le second membre de (121), ce qui donne 


( 125 ) 




(m, —2) I 

SSS,., ^(«',a)dT„, SSS,.,,y (x,«') f ix) dT,]. 
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Ceci, en raison des règles ordinaires de différentiation 
sous le signe J* ^ peut se remplacer par 

î fSSS V/dT 

- SSS,„ ^(a',a) dT„, SSS,„,,^ V(x,a')/(x)drJ. 


Le double signe SS S — ^ui représente une intégrale 
(4mi)upie — sera transformé, comme tout à l’ heure, en 

(1250 SSSia)f(x)dT, [SSS(a)(x). ^(aO a)V(x; a')dT„,]. 


a- ® 




Dans (125), le point a' occupe toutes les positions situées 
du côté positif de S et à rintérieur du demi-conoïde de som- 
met a, et le point x est du côté positif de S, entre le demi- 
conoïde rétrograde r(x|a') = o et la surface T (a: la') = y, 
région définie par o < r(a;|a') < y (voir fig. 33 his) (^). 
Par conséquent, dans (125'), le point x sera quelque part 


(1) Strictement parlant, on devrait d'abord, comme on l’a dit ci-dessus, 
exclure, avant différentiation, les sommets des conoïdes par de petites 
surfaces 5, par exemple en assujettissant a? et a' à être distants l’un de 
l’autre, d’au moins e. Pour des domaines ainsi restreints, les opérations 
de différentiation sous le signe S88 seraient valables. Il est facile 
de voir, grâce aux considérations précédentes (comprenant la note du 
no 147) qu’elles sont également valables en prenant immédiatement 
pour e la valeur zéro (la convergence des opérations du n® 141 ou du 
no 178 étant uniforme). 

(2) Les figures (schématiques) 33 et 33 bis sont des coupes à deux 
dimensions de figures de l’espace à 2m^ dimensions. 
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dans (a) et, pour chaque position donnée de x, le champ 
d’intégration relatif à a' sera limité par le demi-conoïde 
rétrograde de sommet a, le demi-conoïde direct de som- 
met X, et par la surface = y (fig. 33 bis). Ce champ 

est ce que nous désignons par (a)(x) 2 . 

La différentiation (mi — i) uple de (1250 rapport 
à y peut être faite sous le signe SS S intérieur, c’est-à-dire 
sur la valeur des SSS(o)(*) 3 ; et l’on voit ainsi que le résultat 
de la substitution de (124) dans notre formule de résolution 
(semblable à celle de M. Volterra) est égal au terme (124) 
diminué de 

(122 ter) /(*) (^;«) 

OÙ 


(123 bis) 




1 

(m,— 2)1 


dy”*i~^ 


^ (a';a) V (x';a') dT.,. 


Finalement, nous avons ainsi tous les termes dépendant 
de /. Si on pose 

(126) V = 

V{i), Vai) étant définis respectivement par (123) et (123 bis), 
l’ensemble de ces termes sera : 


- SSS l{x) V {x;a) dT^ 


(« 1 — 2)1 



SSS /(Æ) V (x;a)dT^. 


496. Les explications données ci-dessus sur la manière 
de traiter les termes en f nous permettront d’être brefs en 
ce qui concerne les autres termes (contenant u et Ui) car 
les calculs sont rigoureusement semblables. L’intégrale par 
rapport à x sera un SS (nn lieu d’un SSS)» l-® point x 
décrivant S; mais la relation entre ce point et le point a\ 
ainsi qu’entre o et a\ restant la même pour tout point x 
de S, les champs d’intégration relatifs à a' se construiront 
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comme précédemment. On peut effectuer des opérations 
similaires quand le point x est assujetti à décrire la surface 
que nous avons appelé S^,de manière à obtenir un résultat 
que Ton pourra différentiel par rapport à v. Ceci nous 
montre, sans aucune difficulté nouvelle, ce que chaque 
terme de Tespèce en question figurant dans H donne quand 
il est substitué dans (121); ainsi : 

le terme -SSs ‘V(o) (wi 4“ Lwo) dS devient 

— "f" dS -h -f> Lt/p) dS; 

le terme 
devient 


SSg^ ^(II) J 




(mj— 2)1 dy%' 


— SS^ V (a -4- Luq) dS 


1 


d*". 


(mi-~2)! dy 


~ SS,VK 4-l«„) 


le terme 


"Êr VrfS devient 


(nii — 2)1 dv dy”*i“ 


enfin 


(m, — 2) dv dy™! 
d 


^ SSj«„VdS SSg_u<,‘V’,„|<fS; 


SSg ^o^{o)dS devient 


dv 

— SSg^ «pV^o)dS SSg^Wo^^jT)dS, 


résultats dont la somme, ajoutée à (122), (122 bis) avec 
soustraction de (122 ter), donne finalement u lui-même 
sous la forme (29 ter), V étant calculé comme on l’a dit 
au n° 192, et V étant donné par (126). 


197. Nous venons de construire l’expression de la solu- 
tion cherchée, si tant est qu’elle existe. Mais il reste à 
démontrer, réciproquement, que ce que nous avons calculé 
est une solution, vérifiant les conditions du problème. 
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Pour cela, nous nous servirons des résultats obtenus 
d’abord pour le cas analytique. Dans ce cas, nous avons 
montré que la solution existe et est Analytique dans Cfl : 
cette solution ne peut être distincte de celle qu’on vient 
d’obtenir et qui est, par conséquent, analytique aussi. 

De plus, nous avons construit la solution élémentaire et, 
en particulier, la fonction V (analytique aussi en x et 
en a), encore une telle quantité ne peut être distincte de 
la quantité définie par ta formul^^llt26) : car, en raison du 
Lemme fondamental du Calcul des variations, une meme 
quantité u ne peut admettre deux expressions distinctes 
de la formule (29 ter), égales entre elles pour des choix 
arbitraires de Uq, /. 

Par conséquent, la quantité V définie par (126) est, sous 
ces hypothèses, holomorphe en s et en a. 

198 . méthode employée par E. E. Levi, pour démontrer 
directement l’analyticité des résultats des calculs précédents 
lorsqu’on part de données analytiques, est de principe tout diffé- 
rent et consiste à étendre au domaine imaginaire ou, du moins, à 
une portion de ce domaine suffisamment voisine du domaine réel, 
la définition des diverses quantités envisagées. Cette méthode 
peut être étendue, au moins partiellement (0, au cas hyperbo- 
lique, mais non, comme nous allons le voir, sans quelque diffi- 
culté d’ordre géométrique qui ne se présentaient pas dans l’ana- 
lyse du géomètre italien. 

L’analyticité de H (celle de étant acquise) résulte des 
calculs du n° 174 et des n®* 177 - 180 , et cela dans toute la 
région Cfl. 

Il s’agit maintenant de démontrer le même fait pour la solu- 
tion de l’équation intégrale (117). Pour cela, nous reprendrons 
l’intégrale d’espace (82) du n® 174 , mais avec les modifications 
nécessaires pour l’étendre à un domaine complexe convenablement 
défini. 

Nous partirons de la région réelle (R., sujette aux mêmes 
restrictions que ci-dessus (en particulier, il est entendu que 


(1) La méthode donnée ci-dessous est celle qui correspond à celle 
d’E. E. Levi (loc. cit.); mais la démonstration d’E. E. Levi, pour le 
cas elliptique, est plus complète, car elle s’applique à la solution 
élémentaire elle-même, au lieu que, en raison des difficultés mention- 
nées dans le texte, nous nous bornerons à raisonner sur la solution u 
du problème do Cauchy. 
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toute géodésique intérieure ou bicaractéristique décrite dans le 
sens rétrograde à partir d’un point a de reste dans ûl jusqu’à 
ce qu’elle rencontre S). 

vSoient x et a deux points de ûl qui, par conséquent, comme 
on l’a supposé, peuvent être joints par une géodésique déter- 


minée; le Jacobien 


D(xi, 


Xfn) 


étant aussi supposé tou- 


iHqi Çm) 

jours différent de zéro (pour les valeurs corres})oiidanles des a 
et des g), les q (et par conséquent les seront des fonctions 
analytiques, et elles seron|^lomorphes quel que soit le système 

de valeurs réelles ou imaginaires .r, a de ces mêmes variables 
telles que : 


\Xi — Xi\ < S, {üi — a,-| < 8 


(- 


1 , 2 , 


m ) , 


8 étant une certaine quantité positive, qui, comme on le sait, a 
un minimum positif quand x et a prennent toutes les positions 
possibles dans JL. Si un des points de Jt est assujetti à décrire 
une surface t — const., tandis que l’autre reste arbitraire, il 
y aura un autre minimum qui sera une fonction de t et que 
l’on désignera par 8,. On peut ainsi déduire de Jt un certain 
domaine complexe (8^), savoir le domaine contenant tous les 

points de coordonnées (réelles ou imaginaires) Xj, corres- 

pondant avec au moins un point réel* (x^, x„J de par la 
relation 

(127) \7i — X,-! <8, (i rrr 1, 2, m) 

(t représente toujours x„,). 

De chaque point (en général imaginaire) de 8t, on peut tracer 
des géodésiques dans différentes directions. On considérera en 
particulier celles qui sont telles que 

\/jL — jul] <. {k = const. positive) 

/X étant la valeur d’une quelconque des quantités 

dx, dXm—\ ds 

dt ' ’ dt ' dt ' 


et fl la valeur correspondante pour une direction réelle et rétro- 
grade (convenablement choisie) en un point réel avoisinant [le 
voisinage étant défini par (127)] appartenant à Jt. De telles 
directions pouH’ont aussi être appelées « directions rétrogrades 


dans ». Il est clair, grâce aux remarques précédentes sur 


dt 
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que, pour une telle direction, l’argument de 


(^) 


sera infé- 


dt 

rieur en valeur absolue à k' (kf étant une certaine constante 
positive). On voit aussi que si k est pris suffisamment grand, on 
obtiendra toujours une direction rétrograde [en un point quel- 
conque de (SJ], si on prend pour les différentielles des variables 
normales ^ des valeurs réelles telles que 


-f- •••• + 


d$rn > O. 


Les géodésiques ayant une direction rétrograde (qu’elle soit 
réelle ou imaginaire) s’appelleront des « géodésiques rétrogrades »; 
de plus, on admettra alors que la variable indépendante (0 
varie toujours de telle manière que l’argument de dt soit tou- 
jours compris entre — k' et k'; naturellement, il en sera de 
même pour l’argument de la différence de deux valeurs quel- 
conques de t sur un tel parcours, et l’on peut trouver une limite 
supérieure (constante) du rapport entre la longueur d’un arc 
quelconque d’un tel parcours dans le plan de la variable com- 
plexe t et la longueur de sa corde, ou de sa projection sur 
l’axe réel. 

Tout point qui peut être atteint à partir de a par une géo- 
désique rétrograde, avec la restriction précédente sur la variation 
de t, s’appellera point subordonné à a. 


199. 11 est essentiel de modifier la définition primitive de (8*) 
(en diminuant convenablement les valeurs de St, ainsi qu’on en 
a le droit) de manière à ce qu’en prenant pour a un point 
de (St), tous les points subordonnés à a appartiennent aussi 
à (St). 

C’est ce qu’on peut obtenir à l’aide des résultats connus en 
liaison avec le théorème fondamental de Cauchy sur les équations 

différentielles. On sait en effet que, (y^, y^, ....) et (y^, y^, ....) 
étant deux solutions d’un seul et même système différentiel 
canonique à variable indépendante t et à N fonctions inconnues, 
si on a une limite supérieure Sq des valeurs absolues des diffé- 
rences — yi pour t on peut en déduire une semblable 

limite supérieure relative à t = par 

El < «0 


(1) On prend t comme variable indépendante dans (L) en multipliant 
les deux membres de chaque équation par 
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OÙ T est la longueur du parcours suivi de h et A une 
constante positive que l’on peut trouver quand on connaît une 
région finie où sont toutes les inconnues et où les seconds mem- 
bres des équations différentielles sont réguliers (0. 

Par suite de ce théorème, on voit que le domaine (6^) vérifiera 
la condition cherchée si est pris en fonction de t de manière 
à ce que soit décroissant (en désignant par a la susdite 

limite supérieure pour le rapport entre la longueur du parcours 
d’intégration dans le plan des t et sa corde) : par exemple, 
soit 8/ un premier choix de cette fonction, telle qu’elle a été 
considérée, on désigne par 8^ le minimum de pour f 

variant entre zéro et t'. 

199 bis. On apportera une dernière restriction au domaine (8 J 
en ne considérant que les valeurs de t dont les arguments sont 
compris entre — k' et ■+■ k' (la définition du domaine, en ce qui 
concerne les autres coordonnées, restant la même). Un « point 
subordonné » d’un point du domaine, avec cette nouvelle défini- 
tion, restera dans le domaine si les deux valeurs de t sont sur 
le même rayon vecteur passant par l’origine dans le plan des t. 

200. Ces considérations géométriques sont les seules difficultés 
du raisonnement. En introduisant une fonction quelconque F 
des a:, ou des a: et des a, holomorphe dans ûl, on peut à présent 
former facilement une fonction analytique des a, holomorphe 
aussi dans (SJ, qui coïncidera avec l’intégrale (77) pour les 
points réels (c’est-à-dire dans ûl). 

On voit qu’un tel prolongement sera donné par l’intégrale : 

(82 ter) I — cSS^^i •• • KFdA, 

formée au n° 174, les rj désignant encore le domaine réel (81) 
et la variable A décrivant le segment réel (o, 1), de sorte que 
la variable t doit passer de c à l’origine par le parcours recti- 
ligne. Les nos 199 et 199 bis montrent que si a est dans (8^), il 
en sera de même de tout point x correspondant à un tel système 
de valeurs des rj et des A. Donc, — ce qui est essentiel, — F étant 
défini dans le domaine (SJ, (82 ter) est défini dans le même 
domaine et y est holomorphe, pour les mêmes raisons que pré- 
cédemment. 


(1) A est une limite supérieure de valeurs absolues des dérivées par- 
tielles premières des seconds membres (V. note de la Note additionnelle ifu 
Livre II). 
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De plus, si on désigne par ?’(|<|) un maximum de la valeur 
absolue de F quand t prend toutes les valeurs telles que 

|t| == constante, et si on désigne par K' le produit de-j^^ 

par un maximum de K^, on a : 

(120 bis) |I| < K'^ 

c’est-à-dire l’inégalité correspondant à (120), n° 194 . 

201 . Ceci posé, il n’y a plus aucune . difficulté à définir u dans 
tout le domaine (SJ, par l’équation (127). D’abord, H lui-même, 
en raison des calculs du Livre II, est holomorphe dans le domaine 
susdit (convenablement restreint, s’il est nécessaire). Par consé- 
quent, on verra successivement que chacune des intégrales (129) 
est définie et holomorphe dans (SJ; de plus, par le même raison- 
nement qu’au § 194 [à l’aide de l’inégalité (130 bis)], que de 
telles approximations convergent; enfin, que cette convergence 
est uniforme et, par conséquent, grâce à un théorème connu, que 
la limite est encore une fonction analytique, ainsi qu’on voulait 
le démontrer. 

Pour fournir l’équivalent de la démonstration de E. E. Levi, 
il faudrait montrer, par la meme méthode, l’analyticité de V 
lui-même. Néanmoins, on ne l’entreprendra pas ici, car de nou- 
velles difficultés (qui n’existent pas pour le cas elliptique) pro- 
viennent évidemment de la forme du domaine que l’on a désigné 
par (a)(a;), si on essayait de Pétendre par adjonction de point» 
complexes. 

202. Ceci dit, cessons de nouveau de supposer les coeffi- 
cients analytiques (leur régularité étant, bien entendu, tou- 
jours admise). 

En raison de cette régularité supposée des coefficients et 
d’un théorème fondamental bien connu de Weierstrass, on 
peut approcher aussi près que l’on veut de chacun d’eux 
par un polynôme, et on peut même le faire d’une telle 
manière que l’approximation soit valable pour la diffé- 
rentiation jusqu’à l’ordre pour lequel l’existence de déri- 
vées est requise (0- 


(1) Ceci, qui a été obtenu sous des conditions plus générales dans un 
Mémoire de M. Tonelli dans les Bendic, Cire. Mat. Palermo (t. XXIX, 1910, 
p. 1-36), résulte des méthodee mêmes de démomstration du théorème 
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203. Nous arriverons à la conclusion cherchée, savoir que 
la solution construite §§ 493 à 496 vérifie bien les condi- 
tions données, en combinant le résultat ci-dessus avec ceux 
obtenus pour le cas analytique (§§ 474 à 480) et en étudiant 
d’abord Vordre de continuité (Livre I, §§ 49 et suiv.), de 


de Weierstrass. Dans beaucoup d’entre elles, en fait, le polynôme appro- 
ché pour une fonction continue des variables x^, x^ s’exprime 

par une intégrale do la forme 

n„ = 

SSS F (2j, 2j P„ (2, — Æ,, 2j - x„ 2„ — x„) d2, dz^ .... dz„, 

le polynôme P„ (n = 1, 2, ....) étant tel que : pour tout système fixe de 

valeurs de Z^, Z^, Z^^ autre que Z^ nz Z^ = o, P,, (Z^, Z Zj^) 

tende vers o avec 1/n et cela uniformément tant que Z^^ -j- z ^2 .... 

reste supérieur à un nombre fixe positif h (aussi petit que l’on veut); 
2® l’intégrale 

SSS P„ dZ/Z^ .... dZ^, 

étendue à un dioraaine fixe contenant l’origine (et dont la forme est indiffé- 
rente en raison de 1®), tende vers 1. 

Par exemple, P,j peut être le polynôme de MM. do La Vallée-Poussin 
et Landau, étendu par M. Tonelli à plusieurs variables : 



où A est l’inverse de la plus grande dimension du domaine et où 

^ B (" + *• î)- 

Si l’on veut maintenant prendre une dérivée quelconque d’ordre fc, 
soit 

D 

dx/. dx/. •••■ 

de telles expressions, on différentie P,^ sous le signe SS par rapport 
aux X, ou — ce qui est équivalent — par rapport aux z en multipliant 
par ( — 1)^. Mais, si la dérivée correspondante de F existe et est continue, 
une intégration par parties est possible et transforme le résultat en 

SSS Djjj ^2 •••• ‘^n (^1 — ^2 — ^2 » — ^m) ^^2 **•* 

avec addition de termes aux limites. 

Si on suppose finalement (comme dans le cas du polynôme susdit 
de MM. La Vallée-Poussin et Landau) que la condition !<> précédente 
est vérifiée non seulement par P,^, mais aussi par ses dérivées de tout 
ordre inférieur à /c, ces termes aux limites tendent vers zéro, et la 

limite de Dfcjkg peut s’obtenir en opérant sur lihik 2 ^ comme on 

l’a fait sur F lui-même : ce qui est le résultat cherché. 
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nos expressions par rapport aux fonctions qui représentent 
les coefficients des équations (^) : question qui peut être 
intéressante dans plusieurs cas et pour laque^lle, exactement 
coimme au § 48, Livre I, des expressions sous forme de 
séries entières ne donneraient aucun renseignement, tandis 
qu’on pourra la résoudre par les calculs des §§ 193 et 
suivants. 

Nous allons voir que les quantités construites aux nos 
cités sont continues d’un certain ordre fini par rapport 
aux coefficients en question. En d’autres termes, si on 
remplace les coefficients en question par d’autres ayant 
respectivement avec eux un voisinage de l’ordre en 
question, et si 


(E,) 




du 

âXi 


-f- C'w — f 


est la nouvelle équation ainsi obtenue, les quantités susdites 
différeront très peu, qu’elles soient déduites de (E) ou 
de (El). Tel sera, par exemple, le cas si on reinplace les 
coefficients par des polynômes approchés construits confor- 
mément à ce qui vient d’être dit au n° précédent. 

La première question de cette espèce concerne la construc- 
tion des géodésiques, et par conséquent de la quantité T. 
A cet égard, la réponse est donnée par ce que nous avons 
dit dans la Note Additionnelle du Livre II. On a vu que 
toute géodésique issue d’un point a et relative à la forme 
caractéristique Ai de (Ei) aura un parcours très proche de 
la géodésique correspondante relative à >la forme A, en 
appelant ainsi, par exemple, la géodésique qui a la même 
tangente en (ai, Ua, ...., Um). De plus, l’altération sera très 
petite en ce qui concerne les dérivées partielles des coordon- 
nées X de tout point de cette géodésique, par rapport aux 
paramètres précédemment appelés Aj, • •••, ^m-i et, par* 

conséquent, en ce qui côncerne le déterminant fonctionnel J. 
Ce déterminant fonctionnel étant différent de zéro et (du 


(1) On a employé des méthodes analogues pour les équations elliptiques : 
V, Lichtenstein, Ahhandl. Ak. Berlin (1911), (Anhang). 
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moins si un certain voisinage de a est exclus) supérieur en 
valeur absolue à un nombre positif fixe dans toute une 
certaine région ûl, quand on le prend par rapport à Téqua- 
tion (E), le restera par conséquent si on part d’une des 
équations approchées (E,), dès que l’approximation sera 
suffisamment serrée. Ce fait est très imp.ortant pour nous, 
puisque l’on sait ainsi que les calculs peuvent être consi- 
dérés comme ayant un même domaine de validité, que l’on 
parte de (E) ou de (Ej). 

Il est aussi évident, maintenant, que le changement pro- 
duit sur r et M est également faible. 

Le même résultat s’étend aux quantités successives 
(h — 1, 2, ...., mi — 2), en raison de leurs formules 
de définition, ainsi qu’à = V(o), du moment que 

l’ordre de dérivabilité requis pour les coefficients est suffi- 
samment élevé (les dérivées ainsi cherchées étant, ainsi 
qu’on l’a dit, approchées par les dérivées correspondantes 
de nos polynômes d’approximation). 

Le changement sera aussi très petit sur la quantité que 
nous avons appelée H (et ses dérivées jusqu’à un certain 
ordre, en rapport avec Tordre d’approximation demandé 
pour les coefficients). C’est ce qui apparaît à l’examen des 
expressions des différents termes de H, calculées comme 
il a été dit aux §§ 177-180, et qui sont des intégrailes conte- 
nant les données Uo, th, /, les fonctions V et ‘^(o) et leurs 
dérivées jusqu’à un certain ordre fini. 

Ceci s’applique encore au « noyau » de l’équation 
intégrale (117), ainsi qu’il apparaît immédiatement d’après 
son expression, (voir note du § 192). 

Nous pouvons maintenant établir, au même point de vue, 
la continuité de u. Une telle continuité, une fois acquise 
en ce qui concerne la première des approximations (119), 
savoir u^^^ = H, a en effet visiblement lieu pour chacune 
des suivantes (puisqu’elle a lieu pour V')- Or, la convergence 
de ces approximations est uniforme quelle que soit (EJ et 
aussi, d’ailleurs, quel que soit le point a. 

Ceci démontre la conclusion visée : u sera approché par 
la solution correspondante ti de l’équation (EJ, cette 
Haoamard. S8 
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approximation étant uniformo Q) par rapport aux coordon- 
nées de a; et, si les voisinages admis par hypothèse sont 
d’ordre assez élevé, les dérivées premières et secondes de u 
seront également approchées (^) par les dérivées correspon- 
dantes de u'. 


(1) Cette uniformité résulte de la précédente. On peut d’ailleurs pré- 
ciser. Nous avons déjà écrit des majorantes pour les quantités [Hj, 

SSI^i'CÆ, a)ldSf, savoir, respectivement K^, Soient 

maintenant 


H' = H + 3H. f \V'(«) rrr W(n) -|- SW(n) 

les quantités analogues à H, W relatives à la nouvelle équation (E ), 
avec les majorations ^ 

|aH| < ISSSr/^ix, a)dStl < k^, |SW^(«)| < 

les seconds membres des deux premières inégalités étant des constantes, 
celui de la troisième une fonction de t senl. Les relations de récurrence 
(119 bis), jointes à (119 ter), donnent aisément cette troisième majorante, 
savoir : 

fCK, (K,c)n 


to^WCc) =(H, -f- h^) 


d’ofi, en sommant par rapport à n, 

'«,,<">(0) =(H, + /t,)e H,« 


2 - 

n 

et cette quantité, borne supérieure de |Sw|, tend vers zéro avec h et k , 
sans dépendre des a (si l’on remplace c par une borne supérieure). ^ 
(2) La dérivée par rapport à du premier membre de (119 bis) com- 
prend un terme SSS W^(«— D dT^ et un terme 88 correspondant 

(V. les formules déjà rappelées de notre Cours d* Analyse, t. I, 354), à la 
variabilité du domaine (a) : Fun et l’autre sont limités en fonction 
d’une borne supérieure de celle-ci étant multipliée dans l’un par 

une borne supérieure de 88S('o; |'^[ second (intégrale 

étendue h la surface du conoïde de sommet o), par une borne supérieure 
de l’intégrale 

8S)^(2r, a)\dTy, 

intégrale où la quantité sous le signe 88 reste bornée sur tout le 
conoïde, d'après l’expression de dty calculée au n® 177 (pour p = o). 
Toutes les dérivées de cette forme sont donc en valeur absolue inférieures 

à — , où Hg est une constante qu’on peut prendre la même 

pour (E) et (E^). 

Pour calculer une dérivée seconde il y a avantage à intro- 
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i04. La conclusion demandée s’ensuit maintenant sans 
difficulté. Commençons par opérer sur une équation déter- 
minée (El) dont les coefficients A,k', B/, C' seront des poly- 
nômes approchés de Ai*, Bi, C respectivement. On obtiendra 
une quantité u qui sera la solution du problème correspon- 
dant, c’est-à-dire qui vérifiera : 



d^u' 

dXidXk 



ÈL 

ÔXi 


= I 


aixisi que la condition (C 3 ) de Cauchy. Mais si on fait varier 
les coefficients altérés Ait', etc..., de telle manière que leur 
voisinage (d’un ordre convenablement choisi) avec les 
coefficients correspondants de (E) devienne infiniment étroit, 
U tendra vers u et (u') vers 5» (w) : ce dernier est par 
conséquent nécessairement égal à /. 


205. La même démonstration de continuité s’appliquera 
aux conditions de Cauchy, puisque celles-ci sont constam- 
ment vérifiées pour le problème analytique. 

S’il ne s’agissait que de former la valeur de ti, d’après 
la méthode des n®* 193 et suivants, en prenant pour a un 
point situé sur S, le résultat apparaîtrait immédiatement. 
Pour une telle position du point a, toutes les intégrales 
S SS disparaissent et u est nécessairement égal à H. Cette 
valeur H, en ce qui concerne (EJ et par conséquent aussi 
(l>ar continuité) (E), ne peut être autre que la valeur corres- 
pondante de Uo, puisque nous savons que le problème 
Cauchy relatif à l’équation analytique (EJ a une solution; 
et le fait a été vérifié directement au n° 181. 


duire dans 


aw<n) 

dai 


les variables »/, A du n® 174 : par rapport à ces varia- 


bles, le domaine d’intégration dans chacun des termes 888 ou 88 
qui viennent d’ôtre considérés, est fixe, savoir -f- .... < 1 

(ou = 1, pour rintégrale (nu — l)ttpi«), o < A < 1. Les x étant, d’autre 
part, fonctions régulières des variables tj, A et o, on voit immédiatement 

(n - 2)i ’ 

étant encore une constante indépendante, non seulement des x, mais 
des a et qui sera également la même quelle que soit l’équation (E^) 
choisie. 


que chacune des dérivées secondes de W{«) est limitée par H, 
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Mais comm-e précédeinment, le sens d-e la question e-st 
autre. Les conditions de Cauchy impliquent la continuité 
ôu 

de U et de au voisinage de S. La première d’entre 

elles, par exemple, signifie que, a s’approchant d’un point 
déterminé P qui appartient à S, la quantité Ua calculée par 
notre méthode, tend vers (ao)p. Or, Ua, construit à partir 
de (E), peut être, d’après ce qui précède, considéré comme 
résultant, par passage à la limite, de a/, quantité analogue 
déduite de (EJ. Pour être sûr que la limite de iia, pour a 
approchant de S, est la même que la valeur limite de iiv 
quand (EJ est infiniment ]>eii différent de (E), — en d’autres 
termes, que les deux passages a la limite en question peu- 
vent être intervertis — il suffît, ainsi qu’il est bien connu, 
de s’assurer que le premier d’entre eux (correspondant à 
la variation des coefficients) est uniformément convergent 
(en particulier dans le voisinage de S), et c’est ce que nous 
venons d’établir. 

Les choses se comportent de même pour la seconde 
condition (Ga). 

Donc, il est démontré que le problème a une solution, 
donnée par la même formule n^ (29) ou (29 bis) que dans 
le cas analytique, V étant défini par la formule (126). 

206. On peut partiellement étendre les considérations 
précédentes a la quantité V. On peut montrer, comme 
ci-dessus : 

que V est la limite de la quantité correspondante 
relative à (EJ, tout au moins pour tout couple de points 
X et a tels que r(^; «) soit positif et non nul; 

2’' que (du moins avec la même restriction) cette quantité 
vérifie Ç = o (comme fonction des x) et ^ = o (comme 
fonction des a). 

Il n’y a aucun doute à avoir quant au fait que ces con- 
clusions sont également valables pour r(a;; a) = o, V étant 
régulier même dans ce cas et prenant les valeurs *V(o) 
(comme cela se passe dans le cas analytique, et comme il 
était nécessaire précédemment pour la solution élémen- 
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taire); en d'autres termes, que Va) et "VdD sont nuis avec T. 
La démonstration rigoureuse pourrait cependant être diffi- 
cile en ce qui concerne Vai), pour les raisons géométriques 
auxquelles nous avons déjà fait allusion : le domaine que 
nous avons appelé (a)(x) présenterait de nouvelles singula- 
rités pour T (x; a) très petit, par la raison que certaines 
bicaractéristiques issues de x passeraient très près de a 
et que d’autres rencontrent le conoïde caractéristique issu 
de a sous de très petits angles. 

207 . Le résultat obtenu pour m pair donne immédia- 
tement un résultat correspondant pour m impair, en vertu 
du procédé de descente : V et "V — appelés à présent V' 
et V' — ayant été construits pour m = 2mi -h 2 comme 
il a été exposé ci-dessus, la valeur de pour m = 2mi -f- 1, 
résulte des formules (62), (65), (§§ 164 , 165 ). 



NOTE ADDITIONNELLE 


Dans le calcul des n®* 182 * 184 , nous avons vu que la quan- 
tité s’élimine, de sorte que nous avons pu nous dispenser 

de former l’intégrale 

S 

Il peut être cependant intéressant d’en déterminer la valeur. 
Or, on a, ainsi qu’il est bien connu (et par des raisons évidentes 
d’isotropie) : 

S Cfefc dOni-2 =0 ii 7^: k) 

3 2 S 2 S ^ m — 2 

_ ^ 

m — 

donc l’intégrale en question a la valeur 

^^ ni -2 (^11 ^22 •••' + 

qu’il reste à exprimer à l’aide des coefficients des formes H, H', 
en tenant compte de la substitution (78), n® 172 . 

Il n’y a, pour cela, qu’à introduire la quantité : 

( 2 ) 

formée avec les coefficients d’une forme quadratique par 
rapport à des coordonnées tangentielles et les coefficients 
d’une forme quadratique par rapport à des coordonnées ponc- 
tuelles (^). On sait que cette expression est invariante par toute 



(1) En langage du Calcul différentiel absolu, la première forme cet 
à variables covariantes, la secoade h variantes contrevariantes; les 
forment un tenseur doublement contrevariant; les un tenseur 

doublement covariant et (2) est le produit contracté (produit scalaire) de 
ces deux tenseurs. 
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substitution linéaire telle que (78). Lorsqu'une telle substitution 
est choisie (comme nous le supposons) de manière à réduire la 
forme à une somme de carrés négatifs 

- - •••• - fm-i. 

la forme tangentielle correspondante S'A**p/Pfc est, de même, 
réduite à la somme, changée de signe, des carrés des variables 
et l’invariant (2) n'est autre, au signe près, que le facteur 
entre parenthèses dans (1). Chacun des étant un mineur 

1 

du discriminant de H, divisé par la valeur D = — de ce discri- 
minant, on a : 

-4 + • •• + 

_ 1 ^ — 1 ^ 

D di Ad/ 

Une autre quantité qui se trouvait s'éliminer dans le calcul 
du n® 185 , le Jacobien J des coordonnées x par rapport aux 
variables normales X ou, du moins, l'ensemble des termes du 
premier ordre de son développement, se déduit aisément de la 
considération du discriminant D de la forme métrique H. Par 
rapport aux variables normales, la forme métrique est à coeffi- 
cients constants à des termes du second ordre près, ainsi qu’il 
est connu depuis Riemann même (*) ; son discriminant D' doit 
donc être, au second ordre près, considéré comme constant an 
voisinage de a, de sorte que J est égal sensiblement à 



(1) V. son Mémoire classique sur les Hypothèses qui servent de 
fondement à la Géométrie, ^ Il (p. 209 de la tradiiction Laiigel). 




APPENDICE I 

FORME INVARIANTEVE DONNÉE A LA SOLUTION 


Les formules invariantives qu-e nous allons écrire, seront, 
dans une certaine mesure, en relation avec les principes 
du cacul tensoriel contemporain. Nous ne supposerons 
d’ailleurs pas, même dans le présent appendice, la con- 
naissance de ce calcul, et nous nous contenterons de donner 
quelques indications à Tusage du lecteur familiarisé avec 
les principes en question, Toutefoiis, comme on y est conduit 
par la notation admise en calcul tensoriel, nous désigne- 
rons par des indices supérieurs un certain nombre de quan- 
tités désignées dans le corps de l’ouvrage par les indices 
inférieurs correspondants. Il en sera ainsi pour les varia- 
bles indépendantes elles-mêmes, leurs diffé- 

rentielles dx\ ainsi que les coefricients de l’équation 
(Cf. nos 168-171), laquelle s’écrira, en conséquence, 


(E) 


â^it 


âx* âx‘' 


y 

Zj dx' 


Cu ~ f 

(i, fe = 1 , 


m) 


208. Nous avons, dans le corps de l’ouvrage, développé 
les calculs en partant, dans toutes les intégrations, de 
l’élément de volume euclidien dT — dx^ dx^ .... dx”". Mais, 
comme nous l’avons dit (n® 40 bis), il peut être essentiel, 
pour beaucoup d’applications, de donner à ces calculs une 
forme entièrement invariante vis-à-vis d’une transforma- 
tion ponctuelle quelconque 


x* = x^(x'\ x'\ ...., x'"*), (i = 1, 2, m) 


effectuée sur les variables indépendantes x\ 
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Rappelons, pour plus de clarté, les conditions dans 
lesquelles il sera sous-entendu qu’une telle transformation 
(véritable transformation ponctuelle, c’est-à-dire à jacobien 
non nul) devra être opérée. Par hypothèse, la fonction u 
est un invariant, c’est-à-dire que sa valeur n’est pas altérée 
par cette transformation; on aura, par hypothèse, 


ôu 

Les différentielles dx" et les dérivées partielles ■3-7* sont 

du 

liées à leurs transformées et par les relations bien 
connues 


<A) 


(R) 



f 


du _ ^ du dx^ 
dx'* 2mÀ dx^ dx'*' 


Par définition, tout système de m quantités qui se 
transforment conformément à la loi (A) est un vecteur 
contre variant, tandis que tout système de m quantités qui 
se tîansforment conformément à la loi (B) est 
vecteur covariant. En particulier {dx^, dx”') sont les 

composantes d’un vecteur contrevariant, tandis que 

sont les composantes d’un vecteur cova- 
riant. Remarquons que les transformations opérées sur les 

du 

différentielles dx‘ et sur les dérivées partielles sont 
liées par la condition que la quantité 


( 1 ) 


S 


du 


dx* 


soit un invariant. D’autre part, la transformation est éga- 
lement opérée sur la forme métrique E(dx, x), les nou- 
veaux coefficients en étant calculés de manière à ce que 
cette expression reste invariante, de sorte qu’on passe de 
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rancieniie forme à la nouvdle en substituant aux valeurs 
primitives des et des dx* leurs expressions en fonction 
des nouvelles. Donc, par définition, la longueur d’un arc 
quelconque, mesurée avec la métrique H, est un invariant . 
Dans ces conditions, nous savons que les paramètres 
différentiels de Lamé-Beltrami (n® 59) sont aussi des inva- 
riants (^). Il en est donc ainsi pour la forme caracté- 
ristique A, qui, nous l’avons vu, lorsqu’on y prend pour 
arguments les dérivées partielles de n, n’est autre que AjU, 
et pour la condition de transversalité, laquelle, entre deux 
directions de plans, s’exprime par 

Al (a, v) = O, 

en désignant par w = o, u — o les équations de ces plans 
ou de deux surfaces qui leur sont respectivement tangentes. 

La principale et même à peu près unique modification 
à apporter au calcul pour lui donner ce caractère inva- 
riantif est celle que nous avons déjà indiquée au n*^ 40 bis 
et qui consiste à introduire non plus l’élément de volume 
euclidien dT, mais l’élément de volume riemannien 
dT = pdT défini à l’aide de la forme métrique H qui con- 
vient au problème donné. 

Montrons que dT est un invariant. En effet, dans la tei- 
minologie du calcul tensoriel ou absolu, p a la variance 
d’un multiplicateur, c’est-à-dire que 

D(x'\ 

P ~ ^ D(x‘ x"') 


Or, on a évidemment 


dT 


D(x‘ I™) 


dT', 


d’où 


df = pdT = p'dT == 


(1) Voir Th. de Donder, Théorie des invariants intégraux. (Paris, Gauthier- 
Viilars, 1927), en particulier pages 113 et 114, formules 421 et 428. 
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209. Mais il faut noter que, pour développer les calculs 
d’une manière complètement invariantive, il convient 
plutôt (^), comme nous l’avons fait aux n®® 168-171, d’intro- 
duire le paramètre différentiel Aj de Lamé-Beltrami et 
d’écrire l’équation sous la forme 


(E) g?(M) == A,m + ^ B ‘ + C» /■ 

i 

On se rappelle que ce paramètre différentiel 


( 2 ) 


Ap 


. 1 y 

^ / J 


â 

âx* 


pA< 


du 


déduit de la forine métrique H, réciproque de A, est par 
lui-même un invariant (du moment que, effectuant sur 
les X une transformation ponctuelle arbitraire, on trans- 
forme la forme métrique comme il a été dit au n® 208). 
Gomme le terme non différentié Cw garde aussi sa valeur 
dans ces conditions, l’on voit qu’il en sera de même de 
la partie du piemier ordre 





Ceci entraîne 


puisque les sont les 


composantes 


d’un vecteur covariaiit (n'’ 208) J que, dans une transforma- 
tion ponctuelle exécutée sur les les coefficients doi- 
vent se transformer conformément h la loi (A) du n° 208. 
Les B’ sont donc les composantes d’un vecteur contre- 
variant. Au contraire, lorsqu’on écrit l’équation sous la 
forme (E), les coefficients que nous avons appelés B' ne 
présentent aucune propriété d’invariance et ne se transfor- 
ment pas de façon simple (^). 


(1) Th. de Dondeh, sur les équations linéaires aux dérivées partielles 
d'un ordre quelconque. {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
ÎH» Série, t. VII, lasc. 2, 1928.) 

(2) CoTiiine me l’a fait remarquer M. De Donder, la forme (E) donnée à 
l’équation permet de donner une forme particulièrement élégante aux cal- 
culs du no 49 et du n® 62, c’est-à-dire au résultat de substitution de 
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210. Que l’on parte de Tune ou de l’autre des deux 
formes (d’ailleurs équivalentes) précédentes, 1 ’incoiiuue 
qu’il conviendra de faire figurer dans Véquation adjointe 
sera l’inconnue invariante v du n'* 40 bis, liée à v par 
la relation 


(4) 


pv ~ V, 


moyennant quoi le polynôme adjoint sera, comme 

au n° 40 his ou au n® 169, 






â^- 


f) éx^àx^ 

i. k 


(/)A‘*u) 


1 V ^ 

P 2Li dx' 

i 

OU bien encore : 



Pour l’inconnue v, nous savons que n{)us devons pren- 
dre, en vue des calculs des Livres lïl et JV, la solution 
élémentaire de Véquation adjointe. 11 en résulte que cette 
solution élémentaire devra être liée à la solution v intro- 
duite dans les calculs dont il s’agit, par la relation (4). 
Son numérateur V devra, d’une part, satisfaire à l’équa- 
tion qui se déduit de (39) (n'’ 62) en y remplaçant le poly- 
nôme par Ç (et non par <^); de l’autre, prendre au 
sommet a du conoïde lui-rnémc, une valeur égale à Vunité 


U = UGp ou de U :== UF». 11 siifüt, en effet, de recourir à la formule (34) 
Darboux (Leçons, t. III, no 679), en la combinant avec les valeurs de A^F, 
Aj (F, U) et AjjF obtenues dans notre Livre II, formules (32'), (;M), (37), pour 
écrire immédiatement la valeur de ^(n) et, par conséquent, nos équations 
(13), (14), (39) et (39') (Liv. II). 
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[ le facteur pa = ; - 4r= T= ([ui figure dans Téquation du 
n® 62 bis étant détruit par celui qu’introduit la relation (4) 
ci-dessus J - Nous avons déjà tenu compte de ce changement 

aux n°® 169-170. 

C’est donc la quantité v ainsi définie, que nous intro- 
duirons dans les calculs des Livres III et IV. D’autre part, 
dans toutes les formules intégrales de ces deux livres 
(n°® 104 et suivants du Livre III; n°® 135 et suivants du 
Livre IV) et, tout d’abord, dans la formule fondamen- 
tale (F) (n° 40) dont elles dérivent, on devra, par contre, 
multiplier l’élément d’intégration, dans chacune des inté- 
grales de volume sss. par p. En remplaçant, dans 
l’intégrale SSS de la formule (F), les quantités u, § et dT 
respectivement par i\ ^ et dT, on multiplie et on divise 
l’élément différentiel de cette intégrale par g, puisqu’on a 
à la fois : 


V — 


V) 

P ’ 



dT “ pdx^ .... dx^. 


11 en résulte que les intégrales de cette espèce qui figu- 
rent dans les formules (F) du Livre II (39) du Livre III 
et (14') du Livre IV ne changent donc pas de valeur, ainsi 
qu’il devait en être évidemment. 

D’autre part, la modification ainsi apportée à la forme des 
intégrales conduit à en opérer une toute parallèle dans 
les intégrales 'de frontière SS des formules en question. 
Au lieu des symboles jr^dS du n® 38, on introduira leurs 
produits par la quantité p. L’opportunité de cette multi- 
plication devient d’ailleurs particulièrement évidente si 
i’on se reporte à ce qui a été dit au n® 39 et si, comme 
à cet endroit, on suppose l’équation de la frontière S écrite 
sous une forme déterminée G == o, les étant les dérivées 
partielles de G. Il est clair en effet, dans ces conditions, 

dX 

que le symbole dSo devra, dans notre nouvelle 

— df” 

notation, être remplacé par le symbole analogue dSo = 
qui en diffère précisément par ce facteur p. 
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Montrons que les quantités sont les composantes 

d’un vecteur covariant. On a évidemment : 


piTidS = ( — iYpdx^dx^ .... dx^'^dx*'^^ .... dx”^; 


Or, = dx^ .... dx^^ dx*'^^ .... dx"^ sont les composantes 
d’un tenseur symétrique gauche {m — 1) fois contrevariant . 
On sait (*) qu’en multipliant par ( — 1)^ et par un multi- 
plicateur, ici par p, on obtient les composantes d’un vecteiiT 
covariant. 

Mais les «■/, étant les dérivées partielles de la fonction 
invariante G par rapport aux variables x\ sont les compo- 
santes d’un vecteur covariant (n® 208). Il en résulte que 
pdS est un invariant, tout comme pdT (n° 208). 

Rappelons que 


du 





est aussii un invariant, puisqu’il est égal à Aj (u, G). 


Posons 



fi 


Les TTç. sont les composantes covarianees, tandis que les zr* sont 
les composantes contrevariantes du vecteur normal à la surface S 
d’équation G = o (^). En langage de calcul tensoriel, la quantité 

scalaire ou invariante p — r— dS ou 
av 



TT^d'S 


(1) G, Kcenigs, Comptes-rendus, 9 déc. 1695’ et 6 janvier 1696. — Th. de 
Dohdek (Théorie des invariants intégraux, Paris, Ganthier-Villars, 1927); voir 
p. 88, avant-dernière des formules (301). 

(2) Th. de Donoeb, Sur les équations linéaires aux dérivées partielles d’un 
ordre quelconque (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 9® série, 
t. VII, fasc. 2, 1928); voir pages 181 et 182, formules (45) et (46). 
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s’obtient comme « produit contracté » du vecteur covariant de 
composantes pTrpdS par le vecteur covariant de composantes 
Ou 

-- — et par le tenseur deux fois contrevariant de compo- 
âx^ 

SiUîtes ou comme le produit contracté du vecteur contre- 
variant de composantes tt* par le vecteur covariant de com- 

posantes — . 
dx^ 

Retournons à la formule fondamentale (F) du Livre IL 
En remplaçant, dans l’intégrale de frontière SS de cette 
formule, les quantités v et L par r et L, on ajoute, puis on 

soustrait ^ ^ du coefficient de rélcment différentiel 

dv 

de cetle intégrale; ensuite en substituant pdS à dS on a 
multiplié et on a divisé en même temps cet élément diffé- 
rentiel par p. Il en résulte que les intégrales de cette 
espèce qui figurent dans les formules (F) du Livre II, 
(39) du Livre III et (14') du Livre IV ne changent pas de 
valeur. 

On voit donc qu’en modifiant récriture de 'la formule 
fondamentale (F) du Livre II comme il est indiqué dans ce 
paragraphe, on la rend invariantive tout en n altérant pas 
la valeur commune des deux membres. 

Rappelons que (ir® 40 et 40 bis) : 




L 

II 

M 

(n- - 

"E 

dA‘’' \ 
dx'‘ ) 


(5) 


L 

II 

‘M 

(iv - 

k 

-E 

k 

rfA"-' \ 
Ox^ ) 

d log P 
' dv 


211. La formule fondamentale a déjà été écrite en par- 
tant du calcul invariantif au n*^ 40 bis. Mais le résultat 
est notablement plus simple, surtout son caractère inva- 
riantif plus évident si l’on prend l’équation sous la 
forme (E). C’est ce qui va résulter de la manière même 
dont a été défini le symbole Ag, c’est-à-dire de la forme 
de l’équation (35) du n° 59. Dans celle-ci, qui est une 
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application de î 'identité de Green, les quantités et 
ont la forme 


A,(u, = 

i, k 


du âv 
dx^ dx^ ’ 


A.u = 

\v = 


i h 

i k 


ne contenant aucun terme en n, r non différentié, et don- 
nent réquation 

SSS pA, (u, e ) dx^ . .. • dx”^ + SSS p v A^u dx^ — dx* 

= - SSpü-^ dS 

dv 

correspondant à celle de Darboux [Leçons, t. III, n® 674, 
équation (18)], sauf que la dérivée ainsi introduite est 

notre dérivée transversale L'équation qui s'en déduit 
(59, Remarque), grâce à la symétrie du symbole Aj, est 

SSS [vA^n — wAjUjpdT = — SS v — u /^dS. 

Le terme en uv, dans l’intégrale de frontière, n'est donc 
fourni que par la partie du premier ordre (3); la formule 
complète est encore de la forme du n"" 40 bis 

*8S [ ; (a.. +£ B ' I) - . (a. ; _ i ,54 )] pfp 

— — SS ^ V u 4- Luv ^ pdS 

ou : 

SSS [ë#(u) -u§(i) ]pdT==-SS|^ï -h Luv J pdS 

ÏADiMâRD. 
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Mais cotbe fois, L a l’expression simple 


( 6 ) 



dont le caractère invariant apparaît immédiatement, 
puisque les B‘ sont les composantes d’un vecteur contre- 
variant. On retrouve d’ailleurs bien ainsi, pour l’équation 
écrite sous sa forme primitive (E), la valeur L calculée 
au n° 40 bis. En effet, en comparant les équations (E) et (E), 
on remarque que 


B* = B* — 


72 


âx^ 


d’où 
(6- 




d log P 

dv 


ce qui est bien la valeur trouvée précédemment pour L, au 
n® 40 bis (p. 91). 

Les opérations étant ainsi rendues complètement inva- 
riantives par rapport à toute transformation ponctuelle 
opérée sur les x\ il n’y a plus, dans des raisonnements 
comme ceux des n®* 444 ou 474 et suivants, à s'arrêter au 
fait qu’une telle transformation a été effectuée : les résul- 
tats obtenus dans les numéros en question moyennant une 
forme spéciale donnée à l’équation, se transportent d’eux- 
mêmes à l’équation donnée sous sa forme primitive. 


242. En résumé, pour rendre invariantifs les calculs 
développés dans le corps de l’ouvrage, on devra : 
introduire sous les signes SSS l’élément de volume 

avec P 

ment euclidien dT = dxi dx^ .... dxm\ sous tous les 
signes SS, 1’ élément de sui*face dS = pdS au lieu de 
l’élément dS défini dans ce qui précède; 
laisser aux lettres w et v leurs significations premières; 
changer la valeur de L conformément à la relation (6') 
ci-dessus; 


^ au lieu de l’élé- 


riemannien dT 


^pdi 
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remplacer la solution élémentaire v de l’équation 
adjointe par la solution élémentaire ïï, proportionnelle à la 
première, mais égale à Tunité au sommet du conoïde. 

La formule (39) du Livre III 'deviendra ainsi (0 ‘ 

— SSS pfvdx ^ .... 

H- SS ^ ^ dS- 

Dans les formules (29), (29 bis) et (29 ter) du Livre IV, 
seront également multipliés par le facteur p non seulement 
les éléments de volume et de surface dT, dS, mais aussi 
les éléments dry, da-y qui en dérivent, pendant qu’on 

mettra pour V et V leurs nouvelles valeurs empruntées à 

1 

l’expression v et différant des premièies par le facteur--* 

(1) Si, outre les composantes contrevariantes 7r«dS introduites ci-dessus, 
nous introduisons les composantes covariantes définies au n» 169, 
p. 372, la quantité sous le signe 88 , dans la formulé du texte est le pro* 

duit contracté ou produit scalaire du vecteur par le vecteur co va- 
riant 

U grad V — v grad u — (Jiuv. 

(Observation de M. Noaillon.) 




APPENDICE II 


MOTIONS SUR LA RÉSOLUTION DU PROBLÈME MIXTE 


213. Nous avons, au Livre I, mis en évidence les cir- 
constances dans lesquelles l’intégration d’une équation du 
type hyperbolique normal conduit, non pas au problème 
de Cauchy, mais à ce que nous avons appelé un problème 
mixte. Il en est ainsi toutes les fois que le phénomène 
physique régi par l’équation aux dérivées partielles est 
étudié dans un milieu limité par des frontières quelconques. 

Bien entendu, dans des cas de cette espèce, on ne saurait 
se donner, ou du moins se donner arbitrairement, les 
données de Cauchy. Le problème ainsi posé serait, en 
général, impossible par surabondance des données. C’est 
ce fait qui a été constaté le premier, dans un article de 
M. Picard inséré au Bulletin des Sciences Mathémati- 
ques (^) en 1899 et relatif au cas de l’équation de Laplace 
(e) (Liv. II). Supposons que nous intégrions une telle équa- 
tion par la méthode de Riemann en menant, par le point 
donné quelconque a, les parallèles aa, afi aux axes coor- 
donnés, jusqu’à rencontre avec la ligne S qui est supposée 
du 

porter les données u, — (fig. 6 et 6 bis du n® 42). Si, 

comme nous l’avons supposé au n° 42, chacune des deux 
coordonnées est monotone le long de S, la formule fournie 
par la méthode de Riemann répond, comme cela résulte 
de nos théories générales et comme on le vérifie directe- 


(1) Tome XXIII, page 180. 
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mBnt, à toutes les conditions du problème et, en parti- 
culier, si le point a tend vers un poiint déterminé rrio de S, 
la quantité ainsi calculée tend précisément vers la valeur 
donnée de u au point ruo, grâce au fait que, dans ces condi- 
tions, le triangle aa.fi devient infiniment petit. 

Mais supposons, au contraire, que S ait la forme indi- 
quée sur la figure 34, c’est-à-dire se co-mpose d’un arc S' 
le long duquel x est une fonction dé- 
croissante de y, suivi, à partir d’un 
point O O, d’un arc S" le long du- 
quel X devient croissant (y continuant 
à croître). Il est alors clair que la 
construction de Riemann est, pour 
tout point a situé à droite de S, pos- 
sible de deux façons différentes. Cha- 
cun des deux triangles aafi\ aafi" 
(fig. 34) ainsi construits permettrait, 
si l’on se donnait les données de 
Fig. 34 , Cauchy tant sur S' que sur S", d’écrire 

la formule de Riemann et d’obtenir 
ainsi une valeur de u». Or, il n’y a évidemment aucune 
raison, en thèse générale, pour que ces deux valeurs 
concordent. 

214. Nous avons dit comment, en réalité, doivent être 
choisies les données pour que le problème soit correcte- 
ment posé : on doit prendre les données de Cauchy sur l’un 
des arcs. S' par exemple, et une seule donnée, soit la 
valeur de u, en chaque point de l’autre arc S". Il reste à 
montrer que nous aurons effectivement ainsi un problème 
possible et déterminé. 

Tout d’abord, si nous menons, par le point o, la carac- 
téristique ox suivant la direction de l’axe des x, de manière 
à décomposer la région dl qui nous intéresse en deux par- 
ties, que nous noterons 0 et 1, respectivement attenantes 

(1) Un tel maximum de x peut correspondre, soit à une tangente en o 
unique et, pur conséquent, parallèle à l'axe des y, soit à un point angu- 
leux. C’est toujours ie second cas qui se présente dans les applications 
introduites par les problèmes physiques. 
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à S' et à S", rien ne sera changé à nos conclusions du 
Livre II dans la région 0, la connaissance des données de 
Cauchy relatives à S' permettant alors l’application de la 
méthode de Riiemann sans aucune modification. Notre 
solution sera donc ainsi connue dans toute une partie de 
son domaine d’existence et, en particulier, sur la ligne ox. 
Nous sommes, par conséquent, ramenés à trouver, dans la 
région 1, une solution u" de notre équation, connaissant 
ses valeurs tant sur la demi-droite caractéristique ox que 
sur l’arc S". 

Inversement, u" étant supposé ainsi déterminé, une 
fonction égale à u' dans 1 et, d’autre part, dans 0, à la 
quantité u' calculée par la méthode de Riemann, sera solu- 
tion de l’équation dans chacune de ces régions et sera 
continue le long de la ligne mitoyenne ox. Il y aura, par 
contre, lieu de se demander si cette continuité s’étendra 
à ses dérivées premières, comme nous avons été conduits 
à l’exiger^ ou même, éventuellement, à des dérivées 
d’ordre supérieur. Il n’y a point de question à cet égard 
pour les dérivées par rapport à x, lesquelles s’obtiennent 
en différentiant les valeurs de u' ou de r", égales chacune 
à chacune, par construction, tout le long de ox. Pour les 
valeurs de la dérivée q, une condition nécessaire est évi- 
demment la concordance au premier ordre (Cf. 28, 156) 
entre les données en o, c’est-à-dire l’égalité^ en ce point, 
entre la dérivée de u' suivant S" et la valeur analogue que 
l’on déduirait, pour a, des données de Cauchy relatives 
à S'. Cette concordance est d’ailleurs suffisante poui* la 
continuité de q en o^ et d’autre part (51 bis)^ celle-ci en- 
traîne Q) la continuité tout le long de ox. 


(1) L’équation donnée, étant supposée être l’équation (e) du n® 46, donne 
évidemment, en q considéré comme fonction de a? (lorsqu’on s’est donné 
tout d’abord' u tout le long de ox), l'équation 


dq 

dx 


+ Bg + A 


du 

dx 


+ Cu = /. 


C’est celle-ci qui fournit, pour («), la môme conclusion que la première 
équation (IS) du n® 61 pour l’équation aux dérivées partielles prise sous 
la forme Ù6) du n° 50. 
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Des remarques toutes semblables s’appliqueraient aux 
dérivées suivantes, moyennant autant de conditions de 
concordance au point o. Nous avons dit, au Livre II, pour- 
quoi on doit considérer comme essentielle celle dont nous 
venons de traiter et qui est relative à q. Nous supposerons 
vérifiée la condition de concordance correspondante et, 
dans ces conditions, nous voyons. que notre problème mixte 
se ramène complètement au suivant : 

(P). — Trouver une solution de V équation aux dérivées 
partielles, connaissant les valeurs qu’elle prend sur deux 
lignes issues d’un même point o, l’une S' étant caracté- 
ristique et l’autre S" située dans l’un des angles compris 
entre cette caractéristique et une caractéristique du sys- 
tème opposé (avec la condition que, sur S", y soit fonction 
monotone de x). 

Gomme cas limite, cette seconde ligne peut être égale- 
ment supposée caractéristique : dans ce cas, on retrouve 
un problème connu (^), qui se traite par la même méthode 
(celle de Riemann) que le problème de Cauchy. 

245. Le problème (P) appartient à une catégorie dont 
nous avons traité au Livre II (n° 52) d’après M. Goursat, 
dans le cas de m variables indépendantes. Mais, pour 
m = 2, M. Picard (^) a pu démontrer l’exiistence et l’unicité 
de la solution sans supposer les données analytiques, en 
en ramenant la recherche à la résolution d’une équation 
intégrale. A cet effet. S' (y = o) et S" [a; = g(y)] étant les 
deux lignes données issues de l’origine o des coordonnées, 
on commence par remarquer qu’une solution de l’équation 

( 1 ) 


(1) Darboux, Leçons, t. II, n®* 364-365 de la deuxième édition, 1915’. 

Ce que nous venons de constater et, particulièrement, l'équivalence du 
problème mixte avec le problème (P), est conforme à ce que nous avons 
vu au n® 113 (Cf. p. 243, note) sur le rôle des caractéristiques comme 
transition entre les variétés orientées dans l’espace et les variétés orientées 
dans le temps. 

(2) In Darboux, Leçons, t. IV, note finale. 
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(F étant nne fonction donnée de x, y) qui s'annule sur ces 
deux lignes est immédiatement fournie par l'intégrale 
double 


JL 


F(a;, y)dxdy 


étendue au rectangle R dont un sommet est au point a{x, y), 
un côté aa parallèle à Taxe des x et terminé en a à S" et 
le côté opposé fty sur S' (fig. 35). 

D'autre part, on a facilement | 


la solution de — = o (c est- 
oxoy 

à-dire la somme d’une fonction 
de X et d’une fonction de y) qui 
prend les valeurs u' — (p(x) sur S' 
et les valeurs u" = ’^{y) sur S", 
savoir [moyennant la condition 
çj(0) = ^0)] la quantité 



y) = <p{x) i'(y) — 9[g(y)] 


Fig. 35. 


Dès lors, la solution de l’équation (1) qui prend les 
valeurs u' <p (x) sur S' et les valeurs u" = V' {y) sur S'' (les 
deux fonctions ^ et prenant toujours la même valeur en o) 
s’en déduit immédiatement, savoir 


IL 


Ydxdy -f- 


quantité qui satisfait bien aux conditions posées et qui est 
seule à y satisfaire. 

Si maintenant il s’agit d’intégrer, avec les mêmes condi- 
tions aux limites, l’équation de Laplace quelconque 


(e) 


âxdy 




on y considérera provisoirement le second membre comme 
connu, ce qui, ramenant l’équation à la forme (1), conduira 
à écrire 


u, — 9 (®) 4- ^Cy) — y [g iy) ] 
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OU, moyennant des intégrations par parties et l’application 
de la formule de Riemann, 

(2) = ^(x) -h (y) — (p [g {y) ] H- J* fdxdy 

-*■ //.“ 'S" ~ 

équation qui est équivalente à l’ensemble de l’équation 
aux dérivées partielles (e) et des conditions définies sur 
S' et S". 

Or, ceci est une équation intégrale, relevant des mêmes 
méthodes que l’équation de M. Volterra, c’est-à-dire se 
résolvant par une série partout convergente d’approxima- 
tions successives, la méthode employée faisant ressortir à 
la fois l’existence et l’unicité de la solution. 

Cette méthode s’applique également au cas limite ci- 
dessus mentionné où S" est également une caractéristi- 
que : elle démontre alors l’existence de la fonction V de 
Riemann (laquelle est également définie par des conditions 
du type que nous venons d’examiner) sans supposer que les 
coefficients de l’équation soient des fonctions analytiques 
des variables indépendantes. C’est, pour m “ 2, ce que 
nous avons fait, pour m quelconque, au Livre IV (n®" 192 
et suivants). 

216. Cette première solution du problème a évidemment 
l’inconvénient d’exiger un calcul entièrement nouveau 
pour chaque système particulier de données. A ce titre, 
elle doit être considérée plutôt comme une démonstration 
d’existence que comme une véritable méthode de calcul. 

Nous allons chercher à échapper à cet inconvénient. 
Toutefois, nous ne pouvons pas espérer obtenir un résultat 
équivalent, sous ce point de vue, à celui que nous avons 
atteint en ce qui concerne le problème de Cauchy, c’est-à- 
dire ramener tout le calcul à la formation d’une seide 
expression — telle que la fonction de Riemann — construc- 
tible à l’aide de la seule équation donnée. Nous avons déjà 
dit, en effet, qu’on ne peut pas éviter, dans l’étude du 
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problème mixte, rinfluence profonde de la forme de la 
ligne S" : nous devrons nous être donné à Tavanoe cette 
ligne pour construire la quantité auxiliaire que^'nous aurons 
à introduire dans la formule fondamentale. Par contre, les 
du 

données u et pourront n’être introduites qu’après la 

construction de cette quantité. 

Nous partirons de la figure 34, car nous pourrons raii- 
sonner indifféremment soit sur le problème (P), soit direc- 
tement sur le problème mixte. Le point a étant supposé 
dans la région 1 (sans quoi nous 
avons vu que le problème serait 
déjà résolu), traçons la carac- 
téristique aa parallèle à Taxe 
des X jusqu’à rencontre en a 
avec S" puis, les deux caracté- 
ristiques a^/3', ayy' parallèles à o 
Taxe des y (fig. 36) jusqu’à ren- 
contre en 13' et y' avec S'. Nous 
étendrons l’intégration double 
analogue à celle qui intervient 
dans la méthode de Riemann à 
l’aire mixtiligne aao^', mais en 
choisissant de manière différente la fonction auxiliaire 
dans les deux parties en lesquelles cette aire est divisée 
par ay'. Dans le quadrilatère aay'/?', nous conserverons la 
fonction do Riemann sans modification; dans le triangle 
mixtiligne aoy', au contraire, nous introduirons une fonc- 
tion nouvelle (V), toujours solution de l’équation adjointe, 
mais définie, d’autre part, par les conditions suivantes : 

sur S" (ou, plus exactement, sur l’arc «o de S"), elle 
sera nulle; 

sur la caractéristique ay', èlle sera telle que la différence 
(3) (V) — V 

varie suivant la même loi exponentielle qui se présentait 
dans la méthode de Riemann, soit (puisque cette différence 
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doit être égale à — V au point a) : 

A (Ly) dy 

(30 {V)^V 

B {x,y^ dx + A (£,y) dy 

— pJtq t/ .i/o 


relation dans laquelle ^ désigne Tabscisse de la caracté- 
nistique «y. 

La fonction (‘V) est, pour le problème actuel, l’analogue 
de la fonction de Green du problème de Dirichlet : elle est 
à la fonction de Riemann ce que la fonction de Green est 
au potentiel élémentaire. Sa recherche relève du problème 
traité au numéro précédent, et, par conséquent, nous pou- 
vons affirmer son existenoe pour chaque forme de la 
ligne S" (sous les conditions géométriques précédemment 
posées). 

Appliquons maintenant la formule fondamentale à u et 
à V dans l’aire aay'^', h ii et à (‘V) dans l’aire coy'. Les 
intégrales curvilignes suivant oa et a/3' sont telles qu’on 
les rencontre dans la méthode de Riemanp., La somme 
algébrique des intégrales suivant ay' (en tenant compte des 
sens d’intégration qui sont contraires) introduira la diffé- 
rence (3), laquelle, en vertu de (3'), se traitera à son tour 
comme il arrive dans la méthode de Riemann. Au total, 
il vient : 



1 1 i Ady 

J («‘P. + J iuV),, - -i 

P “^) *+“‘1’ !'>■<« -AJ») 

P I [<^ S - " 

1 f’ d(V) . 

J Je « -dT 


ce qui est la formule cherchée. 
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217. Dans les applications physiques, S' représente 
généralement l’état iniitial d’un milieu linéaire, tandis 
que S" représente, dans le temps, une frontière (fixe ou, 
comme au n° 24 bis, mobile) de ce milieu. Si le point a du 
graphique espace-temps est dans la région 0, cela signifie 
qu’il n’est influencé que par l’état initial. Si, au contraire, 
ce point vient à traverser la caractéristique ou onde de 
démarcation (B (qui, sur la figure 36, est située suivant 
Taxe oæ), de mamière h passer dans la région 1, le phé- 
nomène qu’on y constatera dépendra h la fois de l’état 



initial et des données à la frontière. Sur la figure 37, équi- 
valente à la figure 36 à oeci près que S' et S" sont main- 
tenant représentés par les axes coordonnés, le segment ofi" 
représente la partie de l’état initial qui est susceptible 
d’influencer le point en question; mais cette influence est 
de caractère différent pour les deux segments partiels 
P' y', oy'. 

Pour en comprendre plus aisément la nature, raisonnons 
en sens inverse et, partant d’un point m (fig. 37) pris sur S', 
cherchons comment devra être placé le point a pour que m 
appartienne à l’un ou l’autre des segments dont il vient 
d’être question. Pour cela, on devra tout d’abord mener 
les deux caractéristiques issues de m, formant ainsi un 
angle hors duquel aucun point a ne saurait être influencé 
par l’état initial en m. L’une de oes lignes rencontre en n 
la ligne S'' et si, par n, on mène une seconde caracténis- 
tique np, il est visible, à simple inspection de la figure 37, 
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que m appartiendra à Tun ou à Tautre des deux segments 
oy\ Y P' ooustruits à l’aide du point a suivant que a sera 
dans l’une ou dans l’autre des deux régions que détermine, 
dans l’angle des points sous onde par rapport à m, cette 
caractéristique np. Il importe de noter le rôle parfaitement 
réciproque que jouent, dans cette construction, à l’échange 
près des deux caractéristiques et h l’inversion près du 
sens du temps, les deux points a et m. C’est, dans ce cas 
un peu plus compliqué, l’analogue exact de ce que nous 
avons noté au n° 32. 

Or, la signification de la caractéristique np apparaît 
immédiatement : ce n’est autre chose que l’onde réfléchie 
déduite de l’onde directe émanée de m. Le principe de 
réciprocité ou (Cf. n° 32) de retour inverse permet dès 
lors d’interpréter de même la caractéristique ay'; elle 
représente l’onde rétrograde issue de a et réfléchie sur S" 

Enfin, cette même propriété de réciprocité s’étend, quan- 
titativement, sous forme d’une propriété de la quantité (V). 
La quantité (V), qui, comme la fonction de Riemann, 
dépend des coordonnées des deux points a et m, possède 
également la propriété d* échange : en vertu d’une dé- 
monstration calquée sur celle qui convient à la fonction de 
Riemann (^), elle garde sa valeur lorsqu’on permute les 
deux points qui y figurent, en même temps qu'on échange 
l’équation aux dérivées partielles donnée avec son adjointe. 

217 ftis. -Le cas d’un milieu rectiligne limité dans les 
deux sens se traite par applications répétées de la méthode 
précédente. Il conduit à un diagramme (fig. 38) limité par 
un segment S' de la droite qui représente le milieu dans 
son état initial et deux frontières S"i, S "2 représentant 
les deux extrémités considérées dans le temps. Toutes les 
ondes seront cette fois susceptibles de se réfléchir tant à 
l’une qu’à l’autre de ces deux extrémités et, par consé- 
quent, se réflécihiront chacune un nombre infini de fois. 
Il en sera ainsi, tout d’abord, pour ronde que nous avons 


(1) Voir notre article du Bull, Soc, Math. Fr., t. XXXI, p. 213-215. 
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appelée il y a un instant onde de démarcation, ou plutôt 
pour les deux ondes de cette espèce nées . respectivement 
aux deux extrémités. Leurs réflexions délimiteront, à 
r intérieur de notre diagramme d'espace-temps, Une série 
de régions (fîg. 38; cf, nos Leçons sur la propagation des 
ondes, chap. IV, p. 148) dont la première, attenante à S', 
contiendra les points influencés par l’état initial seul, tan- 
dis que les suivantes (numérotées en conséquenoe) seront 



celles sur lesquelles l’état initial agira par l’intermédiaire 
d’une, deux, etc. réflexions successives tant à droite qu’à 
gauche (p réflexions d’un côté; p — 1, p ou p H- 1 de 
l’autre). La figure 38 his représente la série des ondes ré- 
trogrades dérivées, par réflexions successives, de celle qui 
a pour origine un point déterminé a [pris, en l’espèce, 
dans la région numérotée (4,3) sur la figure 38] : le sys- 
tème de ces ondes détermine, sur S', les divers segments 
qui sont sous onde par rapport à un nombre plus ou moins 
grand d’entre elles. (Inversement, d’ailleurs, pour juger à 
quel segment appartient un point déterminé quelconque m 
de S', on pourrait construire, à partir de ce poiint, le sys- 
tème des ondes progressives, tant directes que réfléchies 
un nombre quelconque de fois, et examiner dans quelle 
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maille du tracé ainsi obtenu se trouve le point a.) A cha- 
cune des ondes rétrogrades (fîg. 38 bis) issues de a avec 
ou sans réflexion correspondra un choix différent de la 
fonction auxiiliaire à substituer dans la formule fondamen- 
tale : il en sera ainsi, par conséquent, dans chacun des 



segments déterminés sur pendant qu’aux extrémités de 
ces segments correspondront des termes finis contenant en 
facteur les discontinuités de la fonction auxiliaire. 

218. Les circonstances que nous venons de rencontrer 
se retrouveront dans les problèmes à un plus grand nom- 
bre de variables. Avant d’en venir à ces derniers, montrons 
comment les conditions précédentes éclairent la solution 
d’un problème relatif à l’équation (e) de Laplace et traité 
par M. Goursat C). 

Soient menées, d’un même point o, deux arcs S', S" assez 
petits pour que, sur chacun d’entre eux, x et y soient 
monotones. Proposons-nous de déterminer, d’une manière 
générale, une solution de l’équation de Laplace (e) par des 


(1) Annales de, la Faculté des Sciences de. Toulouse, série, t. VI, 1904. 
La question a été reprise, principaJenaent «n point de vue de l’étude de 
cas limites non traités antérieurement, dans un récent travail de 
M. Sjôstrand (Thèse, üpsal, 1930). 
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données relatives à ces deux arcs. Il ressort d’ores et déjà 
de ce que nous savons que la réponse dépendra essentielle- 
ment des relations de S' et de S" avec les caratéristiques 
menées par o; trois cas sont évidemment à distinguer : 

l"" S' et sont situés dans deux angles opposés formés 
par les caractéristiques. Dans ce cas, x et y sont tous deux 
monotones sur l’arc total S' -1- S" : les données propres à 
déterminer la solution sont donc celles de Cauchy sur cet 
arc total ; 

2® S' et S" sont dans deux angles adjacents formés par les 
caractéristiques. C’est le cas qui vient d’être étudié, et qui 
conduit, nous l’avons vu, au problème mixte (données de 
Cauchy sur l’un des arcs, valeur 
de U seul sur l’autre). 

Dans ces deux hypothèses, en 
se donnant seulement les valeurs 
de U sur S' et S", on est conduit 
à un problème indéterminé; et 
c’est effectivement ce qu’a constaté 
M. Coursât. Le seul point nouveau 
pour nous est le suivant : 

3® S' et S'' sont dans le même angle formé par les carac- 
téristiques. M. Coursât montre qu’alors le problème est 
possible et déterminé (^). 

Contrairement aux deux précédents, l’hypothèse dont il 
s’agit ne correspond à aucune application physique. Mais 
elle dérive, comme cas limite, de celle que nous venons 
d’examiner. Il suffît d’iimaginer qu’on trace d’abord, entre 
S' et S", un arc So (fîg. 39) incliné, par rapport aux carac- 
téristiques, en sens inverse des premiers, et sur lequel on 
se donnera les données de Cauchy, puis de passer à la 
limite en faisant tendre cet arc So vers le point unique o. 


(1) On peut, comme l’ont montré MM. Mason {Math. Ann., t. LXV, 1908) 
et Myller {ihid., t. LXVm, 1909, et Bull. Soc. Sc. Bucarest, XVII« année, 
1908), ee donner les valeurs de u sur deux oourl)ea qui se croisent en o 
(ce qui fait quatre arcs de courbes issus de o) : suivant la disposition 
des courbes en question par rapport aux oaractéristiques, on constate 
que ce problème est équivalent à l’un ou à l’autre de ceux dont nous 
avons parlé. 

Hadamard. 



80 
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On constate (') que le passage à la limite est convergent 
et qu’on obtient ainsi une solution bien déterminée, c.al- 
culable par un algorithme dérivé de celui qui précède et 
continue, y compris le voisinage du point o, du moment 
que les données concordent en ce point. 

Cette condition de continuité en o est essentielle pour 
que le problème soit bien déterminé (^). 

On remarquera que si, outre le point o, les deux arcs 
S', S" ont une extrémité commune ü) (fig. 40), on ne peut 
pas s’imposer simultanément la continuité aux deux points 
o et w ; la condition de continuiité en o suffit, à elle seule, 
à déterminer, lorsqu’on se donne en outre ses valeurs sur 




S' et sur S", une solution u de l’équation, laquelle, en 
général, sera diseontinne en w et cela, bien entendu, même 
si les deux valeurs données en <*> concordent. Il suffit, en 
effet, d’examiner la ligne polygonale représentée fig. 38 his 
pour constater qu’elle vanie d’une manière finie (entraî- 
nant, en général, une altération finie dans la valeur de 
pour un déplacement infiniment petit du point a si ce 
point a est infiniment près de w (fait que l’on constatera 
d’ailleurs par un calcul simple si l’on admet, pour fixer 
les idées, que les deux brandhes qui aboutissent en o> sont 
rectilignes aux environs de ce point). D’une manière 


(1) Voir notre Mémoire iaeéré an Bull, Soc. Math. Fr., t. XXXII, 1904,^ 
p. 242. 

(2) Plusieurs auteurs ont étudié les solutions, en nombre infini, que l’on 
obtient en ne s’imposant plus cette condition. 
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analogue, si, avec M. Fubini (^), on forme un contour 
fermé (sans point double) avec deux segments AA', BB' 
(fig. 40 bis), pris respectivement sur les caractéristiques 
Ox, Oy et deux arcs AB, A'B', une solution u de Téquation 
sera déterminée par ses valeurs sur AA', AB, A'B', de sorte 
que, une fois ces valeurs données, on ne pourra plus dis- 
poser de celles qui sont relatives à BB'. 


218 bis. Dans un Cours professé à la Sorbonne en 1907, 
M. Picard a montré comment il convient de combiner les 
différents résultats précédents et de poser les problèmes 




en conséquence, lorsque, sur le contour S que Ton destine 
à porter les données, x et ^ varient dans des sens quel- 
conques. A cet égard, nous renverrons à son récent 
ouvrage (*). Un des exemples qu’il cite retiendra notre 
attention à un point de vue particulier : celui d’une courbe 
fermée, telle qu’une circonférence (fig. 41). Si, dans le plan 
d’une telle courbe S, on donne une équation aux dérivées 
partielles du type de Laplace (s) et si l'on cherche à déter- 
miner une solution u de cette équation à l’aide de données 
portées par S, nos conclusions générales conduiront à 
diviser celle-ci en plusieurs arcs — quatre dans le cas le 
plus simple d’une circonférence ou de toute autre courbe 


(1) Atti Acc. Torino, t. XL (1904-05), p. 616. 

(2) Leçons sur quelques types simples d'équations aux dérivées partielles, 
Paris, (iauthier-Villars, 1927, p. 141. 
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convexe (fîg. 41 his), — par les points de contact A, B, G, D 
de tangentes parallèles aux axes; ceci fait, on pourra se 
donner : 

Les données de Cauchy sur l’un des arcs ainsi déter- 
minés, AB, par exemple; 

une seule donnée sur chacun des deux arcs adjacents 
AD, BC; 

rien sur l’arc restant CD, le système des données pré- 
cédentes portées sur les trois premiers arcs suffisant à 
déterminer u dans tout le rectangle de côtés parallèles aux 
axes circonscrit à la courbe (dans le cas de la figure 41 his, 
les données de Cauchy portées par le premier arc déter- 
mineront U dans le premier rectangle partiel O, après quoi, 
les données relatives à BG, AD feront connaître cette 
inconnue dans les rectangles 1 et 2, ce qui permettra de la 
déterminer également dans la partie restante 3 par ses 
valeurs le long des deux côtés caractéristiques /xC, />iD). 

Mais, dans le cas de figure actuel, la comparaiso<n de 
l’équation (e) avec les équations du type elliptique soulève 
une question qu’il est intéressant d’examiner (^). S’il 
s’agissait de ce dernier type, — par exemple, de Au = o, 
nous savons que nous aurions le droit de nous donner les 
valeurs de u le long de la ligne S. A-t-on le droit de choisir 
arbitrairement , le long de S, les 'valeurs d'une fonction 
u(x, y) si elle doit vérifier (e)? 

Les deux cas considérés à la fin du numéro précédent, et 
dont l’analogie avec celui que nous étudions en ce moment 
est évidente, nous portent à présumer que la réponse doit 
être négative. C’est, en effet, ce que nous allons montrer 
aisément à propos de l’équation (s) la plus simple, savoir 


(4) 


ô^u 

âxây 


Considérons donc une solution quelconque u de cette 
équation, c’est-à-dire une fonction de la forme 

u == Fix) 4- G(î/), 


(1) Nous avons étudié ce problème dans les Proceedings of the Benares 
Mathematical Society, tome lU, 1921, p. 39. 
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•et, en premier lieu, les valeurs d’une telle quantité sur une 
circonférence. Il est évident immédiatement que ces valeurs 
ne peuvent pas être choisies arbitrairement : car à tout 
rectangle inscrit mnpq (fig. 41) correspond une égalité de 
la forme 

(6) Urr, -i- Uj, — Un -h Mq, 

la somme des valeurs de u en deux sommets op|>osés de- 
vant être égale à la somme des valeurs analogues relatives 
aux deux autres sommets. Ciomme on le voit d’après cette 
remarque, on ne peut disposer des valeurs de u que sur 
trois des arcs précédemment distingués : les valeurs sur 
le quatrième arc s’en déduiront. Il est à remarquer que, 
ceci fait, la fonction u ne sera pas complètement déter- 
minée : nous savons qu’on pourra encore se donner arbi- 
trairement les valeurs d’une dérivée de u sur l’un des 
quatre arcs (0. 

Ce que nous venons de dire n’est d’ailleurs pas parti- 
culier au cas où cette courbe est une circonférence, mais 
vaut pour toute ligne fermée admettant deux axes de 
symétrie respectivement parallèles aux axes coordonnés : 
en effet, toute ligne de cette espèce admettra une infinité 
de rectangles inscrits. 

Le cas d’une ellipse quelconque est intéressant. Si les 
axes de cette ellipse ne sont pas parallèles aux axes coor- 
donnés, on ne pourra plus y inscrire de rectangles ana- 
logues à ceux dont nous venons de parler; mais il pourra 
arriver qu’on puisse y inscrire des lignes polygonales fer- 
mées ayant leurs côtés respectivement parallèles à nos 
axes, telles que mnpqrs (fig. 42), et pour une telle ligne,, 
on aura : 

(6') «m 4“ Up -t- u, = Mn -h 


(1) On obtient d’ailleurs immédiatement une quantité u' de la forme (5> 
qui s’annule le long de la circonférence et qui, par consé- 

quent, peut être ajoutée à l’expresaion de u sans en changer lee valeur» 
sur cette circonférence, en écrivant : 

u' = <jp(x^) — y(o2 — y^). 

Pareille remarque s’applique évidemment à une ellipse ayant dee axe» 
parallèles aux axes coordonnées; etc. 
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la somme des valeurs de u aux sommets de rang pair devant 
être égale à la somme des valeurs aux sommets de rang 
impair. Dans le cas d’une ellipse, s’il existe une telle ligne 
polygonale, il en existe une infinité. Supposant les équa- 
tions paramétriques de la courbe écrites, comme nous pou- 
vons le faire, sous la forme 



X = a cos ty 


y 


h cos (t — h)y 


la condition nécessaire et suffisante 
pour l’existence de lignes polygo- 
nales rectangulaires fermées de Tes- 
pèce voulue est que h soit commen- 
surable avec tt; et, s’il en est ainsi, 
nous aurons les conditions nécessai- 
res de possibilité (6'). 

Sans faire, jusqu’à nouvel ordre, d’hypothèse particulière 
sur h y supposons les valeurs de u données, le long de 
l’ellipse S, par leur développement trigonométrique (^) en 
fonction de t : 


(7) 


u = 2a„ cos nt -f- /?n sin nt, 


et cherchons si une telle expression peut être représentée 
sous la forme (5). Poui' cela, notons que le premier terme 
l(^x) = /(cos t)y étant nécessairement pair en t, aura néces- 
sairement pour développement trigonométrique (^) une 
série de cosinus, 

(8) F (x) = Xn oos nty 

et que, pareillement, le second terme de (5), étant pair en 
— h)^ aura un développement de la forme 

(80 Giy) = ^fjLn (cos nt cos nh sin nt sin nh). 


(1) Le raisonnemeiit du texte ne suppoee qu’en apparence la possibi- 
lité de développer w, F, G en séries de Fourier. Dans le cas contraire, 
il suffirait de raisonner (avec quelques modifications simples) sur les 
« constantes de Fourier », lesquell*^ doivent exister du moment qu’il 
s'agit de fonctions continues. Elles devraient môme tendre vers zéro 
comme 1/n, et c’est ce qpiïl peut toujours cesser d’avoir lieu po-ur G, en 
raison des petits diviseurs. 
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Identifiant la somma de cas daux dévaloppements avec 
(7), nous avons pour toute valeur de n, les égalités 

«n = An “h fkn COS fl/l, 

et 

Pn = /An Sin nh. 

P 

Sur cette dernière, on voit bien que, pour h= nous 

avons ainsi une infinité de conditions da possibilité, la 
valeur communa des deux membres devant être nulle toutes 
les fois que n est un multiple de q. C'est, sous une autre 
forme, le fait constaté il y a un instant. 

Mais, dans le cas opposé de h incommansurabla avec îr, 
et bien que l'équation précédente fournisse toujours une 
valeur de /a„, rimpossibilité apparaît sous une autre forme, 
à savoir la divergence du développement (8'). Cette diver- 
gence s’introduit, comme en Mécanique Céleste, par l’in- 
tervention des « petits diviseurs » sin nh, correspondant à 
tout entier n dénominateur d'une valeur fractionnaire ap- 
prochée de Ji/tt, Pour certains choix du nombre h — lors- 
que h/iT est, par exemple, un nombre transcendant « de 
Liouville .» — , l’erreur commise en remplaçant h/n par des 
fractions de dénominateurs n convenables sera d’un ordre 
de grandeur très rapidement décroissant, aussi rapidement 
décroissant qu’on le voudra pour des h convenables; et dès 
lors, à une série (7) même très rapidement convergente 
correspondra, pour certaines valeurs de h, une série (8') 
[et même une série (8)] divergentes. Ainsi, on ne peut pas 
déterminer l’inconnue u d’une équation du type hyperbo- 
lique par des conditions de Dirichlet, pas plus qu’on ne 
pouvait déterminer l’inconnue d'une équation du type 
elliptique par des conditions de Cauchy. 

219. Nous avons raisonné sur le probème mixte ana- 
logue au problème de Dirichlet, c’est-à-dire dans lequel 
ce sont les valeurs de l’inconnue u elles-mêmes qui sont 
données le long de S". On peut avoir, bien entendu, à 
substituer à cette donnée celle, par exemple, de la dérivée 
transversale. La question peut se varier de plusieurs autres 
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façons (^), conformément à ce qui est bien connu pour les 
problèmes elliptiques, étant toujours bien entendu qu’elle 
doit comporter un nombre unique en chaque point de S". 
Toutes ces questions relèveraient de méthodes analogues 
à celles qui précèdent. 

Une série de problèmes plus complexes exigeant soit des 
combinaisons convenables des modes de calculs ci-dessus 
indiqués, soit même des méthodes nouvelles, ont été, dans 
ces dernières années, soulevés par les applications. Plu- 
sieurs opérations qui prennent une importance de jour en 
jour croissante dans la pratique télégraphique et télé- 
phonique, se traduisent, en effet, par des discontinuités 
introduites dans la valeur de u ou dans celle de ses déri- 
vées, en un plus ou moins grand nombre de points de la 
ligne. 

Théoriquement, toutes ces circonstances sont prévues 
par la théorie précédente, qu’il suffirait d’appliquer autant 
de fois qu’il y a de points de discontinuité. Mais dans la 
pratique actuelle, le nombre de celles-ci est très grand, et 
des méthodes spéciales, dues surtout, en principe, à Heavi- 
side (^), sont dès lors nécessaires pour faire en sorte que 
les calculs ne soient pas impraticables. Toutefois, les dé- 
tails relatifs à cette question nous entraîneraient hors du 
cadre de la présente étude. 

220. L’étude du cas de m ~ 2 nous permettra de com- 
prendre sans difficulté ce qui se passera pour les problèmes 
à deux ou plusieurs dimensions, c’est-à-dire à m > 3 
variables indépendantes. Soit, par exemple, un milieu 
plan, mais n’occupant qu’une partie S' du plan, celle-ci 
étant limitée par une ou plusieurs courbes s. Nous aurons 
donc à intégrer l’équation aux dérivées partielles corres- 
pondante dans une région de l’espace-temps limitée par 

(1) Voir, par exemple, Webster, Bull, Amer. Math. Soc., série 2, t. XVIII, 
p. a44, 1912; Jonesco, Comptes Rendus, Ac. Sc., t. CLXXXIV (1927), p. 866. 

(2) Electromagnetic Theory, Londres, 1899; voir aussi les pubUcatione 
de M. Garson, notamment dans la revue américaine The Bell System 
(octobre 19215); les articles de MM. Kann {Sitzher. der Berl. Math. Gesellsch.^ 
26® année); Paul Lévy (Bull. Sc. Math., 1926); Giorgi (Rendic. Cire. Nat 
Palermo, t. XLI, 1928). 
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d’une part, par des surfaces cylindriques (si les lignes s 
sont fixes) de l’autre. S' seule portera les données de 
Cauchy, lesquelles permettront de déterminer la quantité 
cherchée u dans une première région comprise entre S' 
et les caractéristiques menées (dans respace-temps) par les 
lignes s : ces dernières serviiront donc de démarcation 
entre JIq et des régions voisines qui subiront non plus 
seulement l’influence des ondes directes émanées de S', 
mais aussi celle des ondes réfléchies une première fois, 
c’est-à-diire l’influence indirecte de S' et celle d’une partie 
des surfaces cylindriques S". A leur tour, les ondes de 
démarcation se réfléchiront sur S" et, au delà de ces nou- 
velles ondes réfléchies, commenceront des régions suscep- 
tibles d’être influencées non seulement par une, mais par 
deux réflexions, etc. 

Le problème mixte qui se pose dans ces conditions : — 
détermination d’une solution u de l’équation par ses 
valeurs sur S" jointes à des données de Cauchy sur S' — 
a fait l’objet de nombreux et importants travaux. On peut 
l’aborder, comme beaucoup de problèmes mathématiques, 
par deux catégories de méthodes différentes. Les unes, 
dérivées des principes exposés dans ce qui précède, expri- 
ment la solution par des intégrales définies portant direc- 
tement sur les données. Les autres, inspirées des résultats 
acquis pour le cas elliptique, procèdent par développements 
en séries et reposent sur l’emploi des [onctions fondamen- 
tales, auxquelles elles ont d’ailleurs donné naissance, car 
la notion de « fonction fondamentale » est née des tra- 
vaux de Schw^arz, Picard et Poincaré sur les vibrations 
d’une membrane (0- 

Ces deux sortes de méthodes (®) répondent, au fond, à 
des objets différents et chacune d’elles doit être ou non 


(1) Schwarz, Acta Soc. Fennicae, 1885;, Picard, C. H. Ac. Sc., 16 octo- 
bre 1898; Poincaré, American Journal, t. XII, 1890; C. R. Ac. Sc., t. CXVIII, 
1894, p. 447; Rendic. Cire. Mat. Palermo, t. VIII, 1894. 

(2) Pour la comparaison entre elles, voir la Conférence de M. Volterra 
au Congrès International des Mathématiciens, à Strasbourg, sept. 1920. 
L’évolution récente de la Physique (Mécanique ondulatoire) montre cette 
dualité de méthodes comme beaucoup plus profondément liée à la nature 
des choses qu’on ne pouvait le supposer : elle correspond au double 
aspect corpusculaire et ondulatoire des radiations. 
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préférée suivant le but que l’on a en vue. Les méthodes 
qui introduisent les fonctions fondamentales ou « harmo- 
niques » successifs sont aptes à représenter le régime per- 
manent qui s’établit lorsque l’influence de l’état initial est 
suffisamment lointaine, en le décomposant en oscillations 
caractéristiques de la forme du milieu. Au contraire, ces 
méthodes qui, du double caractère du problème mixte, ne 
retiennent, en quelque sorte, que l’aspect elliptique, ces- 
sent de convenir lorsqu’il y a lieu de distinguer l’influence 
respective de l’état initial et des conditions aux frontières : 
les réflexions successives et la décomposition correspon- 
dante de l’espaoe-teraps en régions de caractère différent 
y sont nécessairement masquées. 

Nous nous attacherons exclusivement ici aux méthodes 
de la première forme, faisant intervenir séparément et 
d’une manière distincte les différentes données. 

221. Gomme la solution du problème de Dirichlet, celle 
de notre problème mixte n’admet d’expression simple et 
élémentaire que dans des catégories relativement peu nom- 
breuses de cas, bien que, ainsi que nous le verrons en 
terminant (n^* 229), ces catégories soient notablement plus 
étendues pour le nouveau problème que pour le premier. 
Nous avons déjà noté, au Livre IV, le cas du plan. M. Vol- 
terra (0 ost également parvenu à transporter à la théorie 
actuelle le résultat bien connu qui, dans la théorie du 
problème de Dirichlet, concerne la sphère. Le résultat 
correspondant pour le problème mixte relatif à l’équation 
( 62 ), se rapportera au cas où la frontière S" sera un hyper- 
boloïde à une nappe H ayant po-ur cône asymptote un cône 
caractéristique. Le succès de cette extension tient évidem- 
ment à ce que l’équation (ca) se déduit de l’équation des 
potentiels à trois dimensions par le changement de la varia- 
ble indépendante z en iz, les sphères devenant, dans cette 
transformation, des hyperboloïdes iûs que H. Il suffit, dès 
lors, de transformer de même l’inversion qui, comme il est 
bien connu, permet de résoudre le problème dans le cas 


(1) Congrès intem, des "Mathématiciens, Rome, 1909, t. II, p. 93. 
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classiqiue; et cette transformation donn-e un résultat réel, 
qu'on peut appeler, avec M. Volterra, la co-image d’un 
point quelconque par rapport à un hyperboloïde H. On 
doit toutefois s'assiurer (ce qui n’intervenait pas pour le 
problème de Dirichlet) que les cônes caractéristiques issus 
de deux points co-images l’un de l’autre se coupent sur la 
surface H elle-même Q). 

Sa méthode s’étend manifestement à l’équation (es). 


222. Revenons maintenant au cas général. 

Si l’on veut s’inspirer de la marche suivie dans la théorie 
classique des fonctions harmoniques, il est naturel de se 
demander d’abord si le problème qui nous est posé peut 
avoir plus d’une solution. C’est, on le sait, la question 
h laquelle il est aisé de répondre lorsqu’il s’agit du pro- 
blème de Dirichlet classique; et il est intéressant de com- 
parer la méthode suivie à ce propos avec celle que nous 
allons employer. 

Lorsque l’équation à intégrer est Au = o et qu’on veut 
démontrer l’impossibilité d’une solution régulière nulle à 
la frontière d’un domaine D sans être identiquement nulle 
dans D, il suffit de multiplier le premier membre (nul, par 
hypothèse) de l’équation par u et d’intégrer dans D, inté- 
grale qui se transforme, moyennant l’introduction de 
termes de frontière, en l’intégrale de Dirichlet, soit (dans 
le cas de deux variables, par exemple) : 

IL m- (^)'] 


La quantité sous le signe 


n’est autre que la forme 


caractéristique correspondant à l’équation donnée : en 
l’espèce, cette forme est définie, et c’est de là que provient 
le succès du raisonnement. 


(1) La transformation considérée dans ce texte conserve l'équation aux 
dérivées partielles : elle en change donc les bicaractéristiques en biceracté- 
ris tiques (de même que l’inversion ordinaire change les droits isotropes en 
droites isotropes) ; ce qui donne immédiatement la propriété énoncée des 
cônes caractéristiques. 
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On voit que pareille méthode ne pourrait réussir pour une 
équation Ihyperpolique, par exemple, pour l’équation (63) 
ou de même (ca). 

La signification concrète des problèmes traités suggère 
le moyen propre à tourner cette difficulté : il suffit d’em- 
ployer le théorème des forces vives. Adressons-nous, par 
exemple, toujours pour la commodité de la figuration, h 
l’équation des ondes cylindriques 


(9 his) 


(w) — 


â^u 

~dF 


æu 

dx^ 


â^u 

ây^ ~ 


On peut la considérer comme régissant les vibrations 
transversales d’une membrane élastique homogène tendue 
sur une certaine aire S' du plan xy. Si, le long de son 
contour 5, cette membrane est maintenue fixe, u devra être 
nul à tout instant sur ce contour. Dans notre système 
habituel de diagrammes, où t est pris comme troisième 
coordonnée, .s donnera un cylindre droit S", ayant cette 
ligne pour section droite et sur toute la surface duquel u 
devra s’annuler. Si maintenant on donne, à l’instant initial 
t — O, les dénivellations et les vitesses transversales de 

du 

la membrane, c’est-à-dire les valeurs de u et de —r-» donc 

dt 

les données de Cauchy, on aura, pour déterminer u aux 
instants ultérieurs, un problème mixte. Nous avons à 
démontrer que, lorsque les données de Cauchy en question 
sont nulles comme le sont d’autre part celles qui sont rela- 
tives à la surface cylindrique, ce problème mixte n’admet 
pas d’autre solution que u identiquement nul. Or, l’énergie 
rnécaniique (tant cinétique que potentielle) de la mem- 
brane est 

et les principes de la Mécanique nous font prévoir que cette 
quantité doit demeurer constante quel que soit t. Pour 
vérifier analytiquement qu’il en est ainsi, nous serons 
conduits à multiplier le premier membre ff(u) de l’équa-^ 
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•tiion aux dérivées partiell-es par — . Le produit ainsi 
obtenu donne lieu à ridentité 


'■( 11 ) 




d^u 

d^u \ 





de 



àn") 





1 

' 2 

â 

dt 

[(^) 

!’+( 

t)’-' 

( du 
( dt 

■)•] 




à 

/ du 

du \ 

à 

/ du 

du \ 



dx 


dx ) 

"dy 

' \ dt 

ày ) 


et, par conséquent, eh intégrant par rapport à a; et à à : 


(110 




du 

ât 


dxdy 


dô 

dt 


i 


du 


du 

dn 


ds. 


La donnée ti = o au contour, jointe à Téquation aux 
dérivées partielles, entraîne donc J == const. et, si les 
données de Cauchy initiales sont nulles, «? = o, ce qui 
équivaut à la proposition à démontrer. 

Il reviendrait d’ailleurs au même d’intégrer la relation 
(110 rapport à t, ce qui introduit comme on le voit, 
l’intégrale triple 


prise dans le cylindre de base S' et de hauteur quel- 
conque ^ 1 , et exprime par elle la valeur de J. 

Il est intéressant d’observer, avec M. Zaremba (0, qu’on 
peut employer au même but l’identité (11) d’une manière 
notablement différente, en limitant le domaine d’intégra- 


(1) Zaremba, Bendic. Acc. Lincei, sMe 5, t. XXIV, p. 904; 1915. Le môme 
fait a été retrouvé peu après par M. Rubinovicz (Monatsh. für Math, und 
Phys., t, XXX, p. 65, 1920). La première forme donnée à la démonstration 
■dans le texte a été indiquée dans notre travail Sur l'intégrale résiduelle 
IBull. Soc. Math. Fr., t. XXVUI, 1900; no 8). 

Quant à l'intégrale analogue à (9), qu'on déduirait du produit u^(u) 

et non plus de-^5'(*^). Jie serait, comme l'a remarqué M. Moisil, 


autre chose que l’action hamiltonienne correspondant au problème de Méca- 
nique envisagé. 
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tion triple, non- plus par un plan t = tu mais par une 
caractéristique, par exemple, par le cône caractéristique 
de sommet arbitraire (xo, i/o, U). On constate aisément que 
la quantité à intégrer le long de cette dernière surface se 
ramène, elle aussi à une somme de carrés, ce qui entraîne 
la constance de u le long de toute bicaractéristique, d’ou 
encore u = o au sommet du cône. 

Il y a lieu, en tout cas, de signaler à l’attention la va- 
riante ainsi apportée aux procédés classiques de la théorie 
du potentiel, le premier membre de l’équation étant mul- 
tiplié non plus par rinconnue u, mais par une combinai- 
son linéaire de u et de ses dérivées : la portée de cette 
méthode ne semble pas épuisée par ce qui précède. 

223. Le fait que la solution est unique apparaîtra éga- 
lement par l’application des méthodes développées dans le 
corps de l’ouvrage. Si le point a de l’espace-temps pour 
lequel on se propose de calculer la valeur de u est pris 
dans la région initiale on n’a, en réalité, affaire qu’au 
problème de Cauchy et, par conséquent, aux méthodes 
posées dans les Livres III et IV. Plaçons-nous maintenant 
dans une région immédiatement mitoyenne à celle-là, en 
franchissant l’onde directe de démarcation C, mais non 
les ondes réfléchies qu’elle engendre. Nous construirons, 
comme précédemment, la nappe rétrograde du conoïde 
caractéristique de sommet a, laquelle, par hypothèse, ren- 
contrera S"'. Par la ligne (ou l’arête) d’intersection, nous 
tracerons la seconde caractéristique G, qui est l’onde rétro- 
grade engendrée par réfie xiion de T sur S". Entre T et G, 
nous n’aurons à faire intervenir que les .quantités précé- 
demment formées, savoir v pour m impair; V et ‘V pour 
m pair. 

Entre G et S", nous aurons à introduire des fonctions 
auxiliaires nouvelles. Mais on va voir que les méthodes 
quti doivent présider à leur formation et à leur emploi sont 
au fond calquées sur celles que nous avons appliquées au 
problème de Cauchy. Soit, d’abord, m impair. Nous défi- 
nirons une solution v de (fi) par la double condition : 



NOTIONS SUR LA RÉSOLUTION DU PROBLÈME MIXTE 479 


2 

d’être infinie d’ordre — ^ suivant G et, d’une ma- 

(V) 

nière plus précise, égale à — (V) étant régulier; 

G ^ 

de prendre, suivant S" (ou plutôt, suivant la portion utile 
de S"), les mêmes valeurs que v. 

Ces deux conditions concordent au voisinage de cr : car 
il est clair que G, premier membre de l’équation de l’onde 
réflédhie, est, à ce niveau (sur S"), égal au produit de T par 
une fonction holomorphe et différente de zéro, et peut 
même être pris égal à T sur S”. 

La différence (v) = v — v s’annulant sur S", l’applica- 
tion de la formule fondamentale à cette différence et à u 
du 

n’y introduira plus En combinant avec l’application 

de cette même formule à w et à (u), dans le volume r 
compris entre S', S'" et C, on arrivera à la formule cher- 
chée, exprimant Ua en fonction des seules données de la 
question. 

Pour le cas de m pair, on peut employer la méthode de 
descente, laquelle va s’appliquer sans modification au 
problème mixte, la seule question étant de déduire de la 
caractéristique T de l’équation (2) l’onde réfléchie corres- 
pondante dans l’espace à m H- 1 dimensions. Il suffira, 
pour cela, d’avoir défini le premier membre G de l’équation 
de cette caractéristique comme étant, pour l’équation (32) 
du n° 58 



la solution, distincte de r, qui prend des valeurs égales à 
celles de T en tous les points de la multiplicité S"; moyen- 
nant quoi, la fonction 

G' = G — (if — cy 


satisfera, comme 1^, à l’équation^ 




= 4G' 
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(où A' = A — est formé comme il a été dit aux n°* 70, 
134) et prendra la môme valeur que r' .en chaque point 
du cylindre construit dans l’espace à m -f- 1 dimensions 
avec S" comme base. Soit ensuite la solution de (3') qui 
prend, sur ce cylindre, les mêmes valeurs que la solution 
élémentaire v' et qui est infinie suivant G' : l'expression v 
déduite de v' par l’opération (4) du n° 134 pourra être con- 
sidérée comme définie (à une quantité régulière près) par 
les conditions : 

a) D’être solution de l’équation adjointe (&) à m va- 
riables; ^ 

b) D’être une somme de deux termes, l’un en — 

l’autre en log G, les coefficients étant des fonctions régu- 
lières; 

c) De prendre, sur S", les mêmes valeurs que u, ce qui 
implique des conditions correspondantes pour chacun des 
deux coefficients dont il vient d’être question (^). 

En désignant encore par (v) la différence v — v, cette 
quantité (u), également solution de l’éqfuation (&), sera 
encore de la môme forme que v (au remplacement près 
de r par G) le long de G. 

Elle sera régulière dans r, sauf sur la surface de discon- 
tinuité G. Les deux coefficients (Y) et (V), fonctions régu- 
lières, s’annuleront le long de S" : le second d’entre eux 
sera d’ailleurs, pour son compte, une solution de l'équa- 
tion (&). 

Ges principes une foiis posés, il est clair que la « descente » 
de (v') = v' — v' à (v) donnera lieu exactement aux mêmes 
calculs que celle de u' à u. La solution du problème mixte 
sera donc donnée par une formule identique à (14), à ceci 
près que V devra être remplacé par (V) dans toute la 
région correspondante de S', pendant que, d’autre part. 


(1) Le premier V de ces deux ooefficiente n'est défini qu'à des termes 

m — 2 

de l’ordre de G — 2 — = près, ses valeurs et celles de ses — 2 

premières dérivées aux divers points de G ayant seules à intervenir. Les 
conditions que cette quantité doit remplir le long de G doivent donc 
s'entendre seulement à l'ordre m, — 1 près. 
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on devra rajouter des termes en (V) analogues aux termes 
déjà calculés en V (intégrales SS 1© loiig de G, inté- 
grales S loiîg de cr et de T intersection de G avec S'). 

La méthode de descente nous permet donc de résoudre 
le problème mixte à variables, tout comme elle avait 
fourmi précédemment la solution du problème de Cauchy. 

224. Mais rien n’empêche d’appliquer également au 
problème mixte, pour m pair, la méthode des n''* 147, 
147 bis, c’est-à-dire d’introduire successivement dans la 
formule fondamentale la quantité (u) et le coefficient (V) 
de son terme logarithmique. 

On voit combien le parallèlisme est étroiit, en réalité, 
entre les théories des deux problèmes, sans toutefois qu’ils 
doivent nous faire oublier l’élément nouveau qui s’intro- 
duit dans le problème mixte, à savoir l’influence de la 
forme de rhypersurface S". 

Cette influence se manifeste, nous l’avons vu, dans la 
formation de la nouvelle fonction auxiliaire (r), laquelle 
reste la difficulté à surmonter. Cette question est résolue 
dans l’hypothèse des données analytiques, par les calculs 
du Livre II, les différents éléments de (a) étant développés 
suivant les puissances de G; et ceci constitue une diffé- 
rence importante entre la théorie actuelle et la théorie 
correspondante du problème de Dirichlet, à laquelle les 
méthodes par développements de Maclaurin ne sauraient 
convenir, la forme globale de la frontière intervenant d’une 
manière essentielle. 

225. L’extension des résultats au cas non analytique 
a pu être entièrement ramenée aux équations intégrales 
pour m = 2. On peut (^), pour m impair, songer à repré- 
senter la quantité (v) par un potentiel (cf. 128) analogue 
au potentiel de double couche ordinaire, et on est encore 
conduit à une équation intégrale plus ou moins analogue 


(1) Voir notre article des Proceedinffs of the Benares Mathematical 
Society, t. III et notre ooramunication sur 1© même sujet au Congrès 
International de Strasbourg (19S0), p. 499 des Comptes Rendus du Congrès. 
Uaoamard. 31 
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à c-elle qui se présente dans la méthode de Fredholm, mais 
qui est compliquée par la présence de notre symbole [ . 

En raison de cette circonstance, l’équation intégrale dont 
il s’agit cesse de se prêter, au moins immédiatement, aux 
méthodes classiques, et son traitement appellerait de nou- 
velles recherches. 

Mais nous arriverons à ramener le problème à une équa- 
tion intégrale régulière en nous inspirant de la méthode 
suivie aux n"“ 193-194, dont le principe peut être aussi 
bien appliqué au calcul du n"* 51 qu’à celui des n°“ 62 bis 
et suivants. Dans un cas comme dans l’autre, on peut, en 
supposant seulement les données réguilières et sans avoir 
besoin de les supposer analytiques, déterminer les pre- 
miers termes du ou des développements qui caractérisent 
la fonction cherchée, — soit qu’il s’agisse de v, soit qu’il 
s’agisse de (v) — suivant les puissances de T ou de G et 
obtenir, par conséquent, une expression dont le résultat 
de substitution dans l’équation aux dérivées partielles 
contienne en facteur une puissance plus ou moins élevée 
de r ou de G. En particulier, si l’ordre auquel les données 
sont réguliièrement dérivables est suffisamment élevé, on 
obtiendra ainsi, dans notre problème actuel, une quan- 
tité (Vq) satisfaisant aux conditions aux limites tant sur S" 
que sur G et capable, d’autre part, de jouer le rôle de 
« parametrix », c’est-à-dire telle que le résultat de substi- 
tution 

soit fini même dans le voisinage de la caractéristique G. 
Ce sera cette quantité (do) que l’on utilisera, à défaut de (r), 
dans le calcul du n*' 223 ou 224, et on aura ainsi, non plus 
rexpression directe de rinconnue, mais une équation inté- 
grale analogue à l’équation (117) du n® 193, qui définira 
cette inconnue et se comportera également comme une 
équation de Volterra au point de vue de sa résolution par 
approximations successives. 

Cette solution, qui permet de se passer du calcul de (a), 
peut également, comme aux n®* 495-196, se transformer de 
manière à conduire à la formation de (r). 
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Mais, d’ailleurs, cette dermière formation est elle-même 
lin cas particulier du problème que nous venons de traiter 
et, par conséquent, se ramènera elle aussi (cf. n"" 215) à 
la résolution d’une équation intégrale du type qui vient 
d’être considéré. 

226. Sans entrer plus avant dans le détail des opé- 
rations dont nous venons d’indiquer le principe, nous 
voyons qu’elles résolvent le problème toutes les fois que la 
caractéristique G, représentant l’onde rétrograde réfléchie, 
est dépourvue de singularités. Mais on est obligé ici d’en- 
visager l’hypothèse contraire, où l’onde en question (de 
même que l’onde de démarcation C) présenterait des 
lignes doubles et des arêtes de rebroussement ou <( causti- 
ques ». Cette considération s’impose même beaucoup plus 
impérieusement qu’au n"" 190 : car si en fait et dans les 
conditions de l’expérience usuelle, les ondes directes ne 
présentent pas les singularités en question, il en est tout 
autrement des ondes réfléchies. 

Cette difficulté se résoudra par les mêmes principes qu’au 
n^^ 190, c’est-à-dire par application ou applications succes- 
sives de la majeure de Huygens. Il conviendrait, ici encore, 
d’étudier de plus près le calcul total auquel on est ainsi 
conduit, en complétant à cet égard les résultats obtenus 
dans nos Mémoires cités (voir note du n° 191). 

227. Il restera enfin à tenir compte des ondes résul- 
tant de plusieurs réflexiions. Il est clair que c’est ce qui 
se fera par une application répétée des mêmes principes, 
ainsi que le problème posé au n"" 217 ibis et traité dans 
notre travail du Bulletin de la' Société Mathématique de 
France, tome XXXII, en offre un premier exemple (^). Ici 
encore, iil faudra évidemment compter avec les caustiques 
des ondes réfléchies successives. 


(1) Le problème considéré au n® 218 a pour analogue celui dans lequel 
on se donnerait les valeurs de u le long d’une surface à point conique 
intérieure au conoïde qui a ce point pour sommet. 



484 NOTIONS SUR LA RÉSOLUTION DU PROBLÈME MIXTE 


228. Signalons, en terminant, l’intérêt qu’il pourrait 
y avoir à serrer de plus près la comparaison entre les pro- 
blèmes mixtes tels que nous venons de les étudier et les 
problèmes aux limites — par exemple le problème de 
Dinichlet — qui se rapportent au cas elliptique. Nous 
avons, chemin faisant, reconnu les analogies qui existent 
entre ces deux questions : connaissance d’une seule donnée 
sur une partie de la frontière (celle qui est orientée dans 
le temps) et, par voie de consé<juence, nécessité d’intro- 
duire (en dehors de la solution élémentaire) une fonction 
dépendant essentiellement de la forme de cette frontière. 
Mais, en môme temps, nous avons dû noter (224) une diffé- 
rence : la fonction ainsi introduite peut, pour notre pro- 
blème mixte, être calculée (dans le cas analytique) par 
développement en série entière, ce développement pou- 
vant, au voisinage de chaque poiint de l’arête appelée plus 
haut (T, être formé localement, c’est-à-dire déduit de ceux 
qui définissent les coefficients de l’équation et les formes 
géométriques des frontières et des ondes autour du. même 
point. 11 ne saurait être question, nous l’avons dit, d’opérer 
de même dans le cas elliptique : la solution du problème 
de Dirichlet, par exemple, considérée au voisiinage si 
proche qu’il soit d’un point déterminé quelconque de la 
frontière, dépend de toute la forme de celle-ci et de toutes 
les données qu’elle porte. 

Or on peut, cependant, imaginer aisément une transition 
entre ces deux sortes de problèmes : il est clair, par 
exemple, que l’équation 


( 12 ) 


Am = 


d^u 


^M 


— O 


peut être considérée comme un cas limite de 


(120 


â^u â^u 1 â^u 

âx^ dy^ <o^ 


celui qu’on obtient en faisant w — oo, et que d’une manière 
générale, toute équation du type elliptique 

5(u) = O, 
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-se déduira de mêane, pour co = (X, de l’équation hyper- 
bolique (normale) 

^'(u)=3^(u)-±^ = o, 

Soit alors considérée une aire plane S' limitée par un 
contour s que nous prendrons encore comme base d’un 
cylindre droit S" dans l’espace xyt. Soit posé, dans l’aire S', 
un problème de Dirichlet pour l’équation (12), la valeur 
de l’inconnue u étant donnée en chaque point de s. Rien 
ne nous empêchera de considérer ce système de données 
comme appartenant à un problème mixte relatif à l’équa- 
tion (12^) : par exemple, nous pourrons assigner à w, sur S", 
des valeurs indépendantes de t et égales, quelle que soit 

du 

cette variable, aux valeurs données sur s; h u et h Ui 

dans S', des valeurs quelconques dont les premières con- 
cordent avec les données sur s et dont les secondes 
s’annulent sur ce contour. Comment se comportera le pro- 
blème mixte ainsi posé lorsque w sera très grand? 

Conformément au principe posé dans ce qui précède, 
nous aurons à tracer, dans l’espace-temps E', des carac- 
téristiques figurant la propagation d’ondes; mais ces ondes 
seront ici de vitesse très grande, ce qui correspondra au 
fait que les nappes caractéristiques correspondantes feront 
des angles très petits avec les plans t = const. Dès lors, 
pour atteindre par notre méthode un point déterminé a' de 
l’espace E' projeté à l’intérieur de S', il faudra introduire 
un nombre très grand de réflexions successives, si petite 
que soit la troisième coordonnée du point a' pourvu qu’elle 
ne soit pas nulle; ou, inversement, l’onde rétrograde issue 
de a' n’atteindra le plan t = o qu’après un très grand 
nombre de réflexions. 

Il est à présumer que, pour eu = x, la solution du pro- 
blème mixte donnera, à la limite, la solution du problème 
de Diirichlet; et on conçoit comment pourront y intervenir, 
grâce au jeu des ondes successivement renvoyées per la 
paroi S", toutes les parties du contour s et les données 
correspondantes . 

ü est impossible de ne pas songer à rapprocher les 
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calculs auxquels on serait ainsi conduit des méthodes 
alternées d’ores et déjà classiques dans la théorie du pro- 
blème de Dirichlet. 

229. Soit, par exemple, une frontière S" formée de deux 
parties S'\, S’il s’agit du problème de Dirichlet, on 
sait, depuis Schwarz, qu’on peut commencer par résoudre 
un problème de Dirichlet relatif à la seule partie S"i (ou à 
une variété fermée dont S"i fait partie); puis, en un second 
temps, opérer de même sur S "2 seule; puis revenir à S"i; 
et ainsi de suite. Dans des cas très généraux, cette série 
d’opérations convergera, et cela vers la solution cher- 
chée (0. 

On voit que, dans le problème mixte, les choses se passe- 
ront exactement de même, à ceci près que les opérations 
seront en nombre fini pour chaque position du point a 
(quoique non borné si a s’éloigne indéfiniment de S'), 
correspondant à un nombre égal d’ondes réfléchies succes- 
sives et que, par conséquent, la question de convergence 
ne se posera plus. Le problème mixte relatif à la fron- 
tière S"i -h S)" 2 est ainsi ramené (^) aux problèmes ana- 
logues relatifs respectivement à S"i et à 

En particulier, nous avons appris, au Livre IV, à résou- 
dre le problème, pour (cg) ou pour (ca), par la méthode 
des images, lorsque S" est un plan : on voit donc, avec 
M. Volterra (^), que l’on pourra également le résoudre, 
à l’aide d’un nombre fini d’images, lorsque S" est constitué 
par un nombre fini quelconque de faces planes. 

De même, le cas de résolubilité obtenu par M. Volterra 
(voir ci-dessus, n° 221) entraîne la résolution du problème 
toutes les fois que S" est formé d’un nombre fini quelconque 
de portions de plans ou d’hyperboloïdes H ayant pour 
cônes asymptotes des cônes caractéristiques. 


(1) La méthode de Nonmann n’est, en somme, qu’un oae limite d’un 
pareil procédé alterné, le frontiène étant considérée comme constituée par 
un nombre infini de segments de droites ou de facettes planes. 

(2) Rubinoviez, loc. cit., voir p. 477, note. 

(3) Proceedings London Math. Soc., série 2, t. II, 1904; Leçons sur V inté- 
gration des équations différentielles aux dérivées partielles, professées ii 

Stockholm (üpsal, 1906), réimprimée® à Paris, Hermann, 1912, et loc. cit. 
(note de la p. 474). 



APPENDICE III 


DÉTERMINATION DU PROBLÈME 
DANS LE CAS NON LINÉAIRE 


Le fait que le problème de Cauchy, supposé possible, ne 
peut avoir plus d’une solution si la multiplicité qui porte 
les données n’est pas caractéristique, est acquis depuis le 
travail de M. Holmgren (voir Livre I) pour le cas des équa- 
tions linéaires à coefficients analytiques. Un nouveau pro- 
grès essentiel dans ce sens est marqué par les récentes 
recherches de M. Hans Lewy (^), lesquelles étendent la 
conclusion aux équations non linéaires. Par contre, on 
est, cette fois, obligé d’étudier séparément le type hyper- 
bolique et le type elliptique (^). On démontrera le théo- 
rème successivement : 

Pour une équation quelconque du type hyperbolique; 

2® Pour une équation analytique du type elliptique. 

En même temps, pour ces dernières, le raisonnement 
fournira une démonstration très élégante du fait énoncé 
par M. Hilbert que la solution est nécessairement analy- 
tique dans tout l’intérieur de son domaine d’existence, 
théorème démontré jusqu’ici (^) par des voies toutes diffé- 
rentes et relativement pénibles. 


(1) H. Lewy, Gôtt. Nachr., 1927, p. 178; Math. Ann. Tome XCVII, 1927, 
p. 179; Tome CI, 1929, p. 609; Tome CIV, 1901, p. 325; K. Friedrichs et 
H. Lewy, Math. Ann. Tome XCIX, p. 200. 

(2) Le cas parabolique serait également à traiter et pourrait môme, 
comme nous l’a fait remarquer un de nos auditeurs du Collège de France, 
jouer un rôle particulièrement important dans les recherches actuelles 
en relation avec la Mécanique ondulatoire, 

(3) Voir les travaux de MM. Serge Bernstein, Müntz, Rado 



DÉTERMINATION DU PROBLÈME 


I 


230. M. H. Lewy commence par une recherche pré- 
liminaire des plus intéressante en elle-même par la sou- 
plesse et la portée nouvelles qu’elle confère à la méthode 
des approximations successives. On considère un système 
de P équations linéaires du premier ordre à p inconnues, 
lesquelles — et c’est là le caractère remarquable de cette 
première étude — se distribuent, d’une manière quelcon- 
que, en deux groupes, les k premières ne renfermant que 
des dérivées par rapport à la première variable indépen- 
dante X et les P — k autres, que des dérivées par rapport 
à la deuxième variable indépendante y, soit, par exemple 
(p 3, /c = 2), 


(10 

(10 


du 
^ âx 
du 


dî) . dw 


2 


dx 


M. 


dv 
dx 

I _i_ M ^ 

-35- 


1VT dw 


dy 


On va se proposer de définir une solution de ce sys- 
tème par la connaissance des valeurs des inconnues en 
chaque point d’une ligne S de même espèce que celles 
que nous avons introduites (Liv. II) pour l’application de 
la méthode de Riemann, c’est-à-dire le long de laquelle 
X et y seront partout monotones, la tangente n’étant 
jamais parallèle à l’un des axes. Toutefois, comme au 
Liv. II, la ligne S pourra se composer de deux demi- 
droites parallèles aux axes et issues d’un même point (de 
telles droites pouvant encore être appelées caractéristiques 
du système). 

Les coefficients et les données initiales pourront d’ail- 
leurs être réels ou complexes (les variables indépendantes 
ne devant, au contraire, recevoir que des valeurs réelles); 
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mais le déterminant des coefficients est supposé toujours 
différent de zéro. Plus précisément, on peut supposer : 

soit que les coefficients L, Mi, Ni du système (10, (P) 
sont des fonctions données des variables x et i/; 

soit que ces coefficients dépendent des fonctions incon- 
nues (0- 

Dans le premier cas, le déterminant : 

M, N, 

(2) L, M, 

La M3 N3 

sera supposé différent de zéro dans toute une région R 
comprenant à son intérieur la ligne initiale S. Dans le 
second, les valeurs de u, v, w associées à chaque point 
de S étant considérées comme les coordonnées d'un point 
dans l’espace à trois dimensions, ce point décrira en 
général une ligne S et le déterminant (2) sera différent de 
zéro dans le' voisinage de cette ligne. 


230 bis. Tout d’abord, il est aisé de voir que, moyen- 
nant l’hypothèse faite sur le déterminant (2), les données 
de la question permettent de calculer les valeurs des déri- 
vées premières des inconnues (et, s’il y a lieu, des déri- 
vées suivantes) en chaque point de S. Si en effet, cette 
ligne admet une tangente continue dont la direction n’est 
jamais parallèle à l’un des axes, de sorte que les deux 
quantités inverses l’une de l’autre 


(3) 




dont la première est le coefficient angulaire de cette tan- 
gente, sont toujours finies et différentes de zéro, les 
relations 



(1) Le cas où ces coefficients contiendraient à la foin u, v, w et Xt y 
M traiterait sans plus de difficulté. 
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XX X J» • P X- J 

permettront d exprimer en fonction de — , 

et, par conséquent, de mettre l’équation (4') sous 

la forme 



laquelle, avec (!'), donne en système du 

premier degré à déterminant non nul (puisque x ^ o). 

Lorsqu’on prend pour S l’angle droit des directions 

positives des axes, on n’a directement que les dérivées 

par rapport à x le long de l’axe (^) des x, les dérivées par 

rapport h y le long de l’axe des y, donc l'es unes et les 

, > . 1 , , âu âv âw -, 

autres a 1 origine; les valeurs de -7-,“^,-;: — , sur 1 axe 
^ ày ày ây 

des X se déterminent ensuite par l’intégration d’un sys- 
tème différentiel linéaire ordinaire (^); et de même les 

, _ dti âv âiv , 

valeurs de — r— , - 7 —, - 7 — » sur 1 ax-e des y. 
âx ôx ox 


231. Premier cas. — Supposons d’abord les coefficients 
fonctions données de x et de y. En vertu de l’hypothèse 


(1) Les équations (1') ne donnent alors rien de nouveau et doivent être 
vérifiées pour que le problème soit possible. De môme, l’équation (!') sur 
l’axe des tj. 

(2) On a d’abord, entre m', le', l’équation en 

dy ày ày 

termes finis (1'). Puis la différentiation de chacune des équations (!') par 
rapport à y donne, pour y = o, 



+ M. 


dv^ 

dx 


+ 


dx 


H 


dl>i du 
du dx 


+ 


à^i 

du 


— + 
dx ^ 


d^i 

du 


dw 

dx 




+ .... = O. 


« s 1,2) 


équations qui déterminent u', u', m', en fonctions de x, puisque, d'autre 
part, ces quantités sont connues pour a; == 0 . 
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faite sur le déterminant (2), nous pourrons évidemment 
introduire, à la place de u, v, w, les nouvelles inconnues 

L^w -4- -h N,tü; (i — 1, 2f, 3) 


le système transformé étant de la forme 


âu 

âx 


AiU + -h V^lD, 


dv 

dx 


~ Agif 4- -h v^w, 


— = A3M 4- /X3D 4- v^w 

ôy 

avec des coefficients A,, /x,, v, qui contiendront les dérivées 
premières des L, M, N. L’ensemble de ces équations diffé- 
rentielles et des données initiales peut se remplacer par 
les trois équations intégrales 


(4) 


U “ 4“ 

^) = 4- 

iü ~ 4- 


J (AjM 4- 4- Vjic) dx, 

J* (Agit 4- ^ 2 ^) 

/ (A3U 4- /A3V 4“ VgUj) dy 

J & 


dans lesquelles, comme au Livre II, a est le point de 
coordonnées x, a, P, les points de rencontre de la 
ligne S avec les deux caractéristiques (c’est-à-dire avec 
les deux parallèles aux axes), menées par a. 

Les dérivées premières des L, M, N et, par conséquent, 
les nouveaux coefficients A, /x, v étant supposés bornés, 
le système (4) admet sans aucune difficulté l’application 
de la méthode des approximations successives [chaque 
approximation obtenue étant substituée dans les seconds 
membres des équations (4), dont les premiers membres 
fournissent alors l’approximation suivante] telle qu’elle 
est employée par M. Picard (^) à la démonstration du 


(1) M. H. Lewy, dans lo Mémoire cité des Math. Ànn. tome XCVIII indique 
seulement la possibilité d’opérer ainsi et emploie une méthode de diffé- 
rences inspirée de celle de Cauchy-Lipschitz. 
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théorème fondamental des équations différentielles; et cela^ 
dans les conditiotns particulièrement simples où cette 
méthode se présente pour les équations différentielles 
linéaires. Le problème a donc une solution et une seule. 

La marche des calculs précédents resterait évidemment 
la même si les équations données renfermaient des termes 
(linéaires en w, u, w) non différentiés, ou encore, en outre, 
des termes tout connus de la forme / y). Le problème 

serait encore possible et déterminé. En particulier, si le 
système était homogène, c’est-à-dire dépourvu de termes 
de la dernière forme, et si les données initiales étaient 
nulles, les inconnues seraient elles-mêmes identiquement 
nulles. 


232. Deuxième cas. — Supposons maintenant les coeffi- 
cients fonctions de u, v, w. Nous ferons encore, sur ces 
dernières quantités, une substitution linéaire, mais dont 
les coefficients seront cette fois des constantes, à savoir les 
valeurs des L, M<, N, en un point déterminé w (uo, Vo, Wo) 
de la ligne 2, correspondant à un point déterminé 0 de S. 
Cela revient à supposer d’emblée (^) les éléments de la 
diagonale principale du déterminant (2) égaux à 1 et les 
autres éléments à o en w. Le problème revient alors à 
résoudre les équations intégrales 


(5) 




âv 

âx 

âv 

âx 

âv 

ây 


âw \ 
âx ) 
âw \ 
âx ) 

âw \ 

w) 


dx 

dx 

dy 


les h, rrii, ru, fonctions de u, v, w, étant (^) nuis en <*> et, 
par conséquent, inférieurs en valeur absolue à un nombre e 


(1) Lorsque la ligne S est constituée par Tangle des axes coordonnés, 
le point 0 sera l’origine, au voisinage de laquelle nous pourrons nous 
borner dans l’application qxii nous intéressera. 

(2) On pourrait aussi prendre pour coefficients de la substitution linéaire 
des fonctions de x, y, coïncidant avec les L, M, N le long de S, de sorte 
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<jue Ton peut prendre aussi petit que Ton veut si w, v, w 
sont supposes suffisamment voisins de tio, vo, wo. 

Conformément à la marche classique de la méthode des 
approximations successives, nous commencerons par 
choisir arbitrairement un système de fonc- 

tions satisfaisant aux conditions initiales, et nous en 
déduirons l’approximation suivante par les 

relations 


(A) 


(1) 


= v <®) 


/■(' 


rfu"» 

H- m, 

âv^^^ 

ôw'<» 
4- n, 

âx 


âx 

^ âx 

dw<®> 


âv^^> 

âw^^^ 

dx 


âx 

" dx 

du"” 

H~ m» 

âv^°^ 

dw^°' 
-h W» 

dy 

* 3 

dy 

’ ày 


I dx, 
I dy ; 


puis de même pour et ainsi de suite. 

Seulement, cette fois, il faudra écrire aussi des relations 
analogues donnant les dérivées partielles des inconnues. 

Pour les dérivées -4^» il suffira d’écrire 

âx âx dy 


(A,) 



= h 

dw<®» 

du"” 


âw^^^ 

âx 

dx 

+ dx 

+ «i 

âx 

âv^^^ 

= h 

du«» 

^^(0) 

+ n. 


âx 

dx 

^ âx 

âx 

âw^^^ 

= h 

du^'» 

, âv^^^ 



dy 

dy 

. rn, — - — 

’ dy 

'+ n, 

dy ' 


liy rai, Ui (que nous aurions dû, plus exactement, écrire 
U^\ étant calculés en donnant à u, u, lo les 

valeurs u^®\ La dérivée évaluée par la règle 


que les l, m, n (fonctions, cette fois de «, v, iü, x, y) seraient nuis sur 
toute la ligne initiale. On serait seulement conduit, dans ces conditions, 

à ajouter sous les signes , dans l6.s équations intégrales (5), des termes 

en M, V, w non différentiés analogues à oeux qui figurent dans (4) : termes 
qui obligeraient à compléter en conséquence les. formules (A^), (A^), mais 
sans introduire aucune difficulté dans le raisonnement. 
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classique, est 

(avec 

la même 

convention pour les l, m 

, rr. 

ainsi que pour 

leurs 

dérivées 

partielles en 

U, V, 

lü) 


du'" 

dUa 








ày ^ 

dy 

- 

('■ * 

+ mj - 

âx 

+ n^- 

âx ) 

-4- 


dl. 



du"» 

âl, 

âw^^^ 


1 

J. lI 

du<«> 

dy 

^^(0) 

ày ^ 

âw^^^ 

dy 

7 âx 

“T* 

/ dm, 




/ àn^ 

âu^^^ 




\ du"» 

dy 

-h • • • 

} dx 


ày 

+ ... 

) * 

-h 


|2,,(0) 


d^u 


dxôy 


âxây 


âxây 


■] 


dXr 


la dérivée totale du/dy étant prise le long de S et x' 
désignant, comme au n® 230 his, l’inverse du coefficient 
angulaire de la tangente à S. Intégrons par parties les 
, â^u<^^ â^w^^^ 

âw^^^ 

; nous avons, en tenant compte, en a, /S, des 

relations (3 bis), lesquelles introduisent les dérivées de 
U, V, w le long de S [dérivées données, ce qui nous dispense 
d’y inscrire les indices supérieurs (o)]. 
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OÙ chaque somme 2, sous les signes 


/ 


, comprend 


trois 


termes, dans lesquels figurent respectivement les premiers 
membres des conditions d’intégrabilité de la différentielle 
hdu -f- niidv -h Uidw correspondante et les trois jacobiens 
de par rapport 


à X, y. 


233. En raison de la présence des inconnues dans les 
coefficients et du fait que les polynômes sous les signes 

J de (Ao) sont quadratiques Q) (et non plus linéaires) par 

rapport aux dérivées, la méthode se rapprochera de celle 
qui convient au cas général (et non plus linéaire) du théo- 
rème fondamental des équations différentielles : le raison- 
nement comportera deux temps (^). 

En premier lieu, nous aurons à limiter les domaines 
auxquels devront appartenir les valeurs de u, w ainsi 
que celles de leurs dérivées premières, et cela tant pour 
les fonctions choisies comme point de départ que pour les 
approximations qui s’en déduiront par les équations 
(A) — (Aa). Convenons de nous borner aux valeurs de 
U, V, w suffisamment voisines de Uo, vo, Wo, soit 

(6) \u — Mol < H, \v — Vo\ < H, \w ~ Wo\ < H. 


(1) Ce fait n'est pas distinct de celui que nous rencontrerons plus 
loin (238). 

(2) Cf. Picard, Traité d'Analyse^ t. II, chap. XI, n^* 2, 14 et notre Cours 
d’ Analyse, n» 239 bis. 
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En ce qui concerne les fonctions h, m<, ri/, ces inégalités 
entraîneront, par hypothèse, les conséquences suivantes : 

D'après la manière dont a été effectuée la substitution 
linéaire définie au numéro précédent, on aura 

(7) |m^|, <C! e, (i = 1, 2, 3) 


e étant une quantité qui dépend de H et que l’on pourra 
prendre aussi petite que l'on voudra en prenant H suffi- 
samment petit; 

2° Les fonctions U, m,, ru, devant être régulières dans le 
domaine considéré, celles de leurs dérivées qui intervien- 
nent sous les signes J dans les équations (Aa) devront 
satisfaire aux inégalités 


âlj 

druj 

dv 

du 


dm, 

âtii 

ârii 

dl, 

âw 

âv 

du 

dw 


<A (i = 1,2,3) 


(où A est un nombre positif fixe) et cela dès que les diffé- 
rences (6) seront inférieures en valeur absolue à un certain 
nombre Ho, 

3° Chacune des quantités précédentes devra satisfaire à 
une condition de Lipschitz : si l'on remplace un premier 
système de valeurs de w, v, w par un autre 

~ U -i- Au, Y z= V Av, W — tü -f- Aw, 


tous deux satisfaisant aux inégalités (6), les différences 
Al^ = 1. (U,V,W) — li(u,v,w)j Am^, An^, 

^ / dlj âmt \ ^ / ânii âtij \ ^ / dn, d/, \ 

\ dv du / \ dw dv /’ \ du âw / 

correspondantes devront toutes satisfaire à l’inégalité 
commune 


(9) 

\ai, 

• 

Arrif 

, |An,|, j 


dm, \| 
du }\' 


dïïii 

dw 

àn, \ 
dv / 



' âtij ^ 

^ du 

dw /I 

< A (|au 

+ |a» 


Aw ^ 

) 


A étant un nombre positif fixe. 
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Soit, d’autre part, une borne supérieure des valeurs 
absolues des dérivées partielles ou totales de w, u, lo, le 
long de S. Nous nous astreindrons à ne considérer, pour 
ces dérivées, dans le voisinage de S, que des valeurs satis- 
faisant aux inégalités 


du 

dv 

àiv 

àx 

ày r 

ày 


Soient Ib choisi comme il vient d’être dit, les nombres 
A et A ayant été également choisis une fois pour toutes, 
H et V deux nombres que nous nous réservons de choisir 
ultérieurement, le premier devant être au plus égal à Hy. 
Limitons-nous aux points a tels que 0) 


(11) aa < r;, a/? < Oa 

(a et /? étant les points définis précédemment) et supposons 
qu’en tous ces points du plan des xy, les quantités 

satisfassent aux inégalités (6) et leurs dérivées 
aux inégalités (10). Nous avons d'abord à nous assurer que 
ces mêmes conditions seront remplies par u^^\ 

En ce qui concerne (6), il suffira, d’après (A), (7), (10), que 
l’on ait 

(12) 
avec 

Ua — Mo , — Vq , — Wq 

M/3 — Mo , Vq , ~ M^o 

ces dernières résultant de la dernière inégalité (11) pour rj 
suffisamment petit et, d’une manière précise, ayant cer- 
tainement lieu dès que 

JJ 

(13) 2i?H, < 



(1) Lorsque S est Tangle des axes, ceci astreint te point a à être dans 
un carré de diagonale f} ayant un sommet à Torigine. 

Hadamard. 
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inégalité qui entraîne (12) si Ton a, en outre, 

(14) 3e < 1. 

Pour (10), il suffira, en vertu de (Ai) et de (Aa), que Ton 
ait les inégalités (14) et 

Hi(l 4- 9e) 4- < m,; 

ou 

(14 bis) 96 4- 12Ai;H, < 1, 

dont la seconde dispense de la première. 

Moyennant ces iné,galité& (13), (14 bis), les conditions 
(6), (10), remplies par entraîneront ces 

mêmes conditions en ce qui regarde puis, de 

même, pour l’approximation suivante et 

ainsi de suite. Toutes tomberont donc, en particulier, 
dans le domaine de régularité des coefficients. 

234. Ce premier point acquis, imaginons que, comme 
tout à l’heure, au système de départ on en 

substitue un autre 

(15) 4- 

yiO) ^^( 0 ) 

satisfaisant également, aux conditions initiales données 
sur S et, dans toute la région (11), aux conditions (6), (10), 
de sorte que les valeurs qu’on en déduira 

pour remplacer satisferont aussi à ces mêmes 

conditions. Donnons-nous une borne supérieure des déri- 
vées de Av^^\ soit 

I I ôAw^^^ 

âx II dx I dx 

\ ày M ây T ây 
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Comme Ato^®^ sont nuis tout le long de S, on 

aura, £ désignant la plus grande dés deux longueurs 
aa, aP, 

(16 his) |Au<«M, |Avt»)|, |Atü(«)| < 


Calculons les limitations correspondantes pour Ak<^>, 
Aid^'^ et leurs dérivées, en tenant compte des condi- 
tions de Lipschitz (9). 11 vient ainsi sans difficulté, d’après 

(AO, 


«^0 






dx 

’ 

âx 

ày 


< 3 (e ■+- 6 AHj^) Iïq 


et, d’ 

< h, (3 e 4-18 Ali,i 4- 36 4- 24 

d’où, comme tout à l’heure, en multipliant par une 
limitation analogue à (16 his) pour |An4>|, |Aîd(^^| 

eux-mêmes. 

Soit fji un nombre positif plus petit que 1. Nous choisi- 
rons les nombres e et ^ de manière à vérifier les inéga- 
lités (14), (14') et 

(17) 3s 4- ISAlIi^ 4- 36AH,r/2 + 24AH,V < /w; 


après (Aa), 


dAu<^> 


1 



ày 

’ 

ày 

* 

âx 


et, e étant ainsi choisi, nous prendrons H en conséquence; 
puis nous assujettirons encore r] aux inégalités (12), (13), 
lesquelles ne contredisent pas (17). Moyennant de tels 
choix des nombres H, e, rj, nous voyons que les inégalités 
(16), (16 bis) entraîneront 




âAv^^^ 


âAw^^'^ 

âx 

t • • • * , 

ày 

> 

ày 


|At((^)|, |Av<i>|, |Aw;^i)| < 

avec 

K < fiho. 

De même, pour les approximations suivantes, le nom- 
bre hi sera remplacé par les nombres /la, /is, •• •• respecti- 
vement inférieurs à A**feo* 
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Le raisonnement s’achève à la manière ordinaire. Si Ton 
commence par prendre V^®^ = W^®^ = 

les différences qu’on en déduira successivement ne seront 
autres que les quantités successives 

^(2) __ ^(1)^ ^(3) ___ ^(2)^ 

^(2) ^(1)^ ^(3) ^(2)^ 

^^(2) _ tü(3) _ 1^(2)^ ^ ^ 

et leurs dérivées. 

/i 2 , /is, ... tendant vers zéro à la façon des termes d’une 
progression géométrique décroissante, les séries ainsi 
engendrées convergeront, et cela uniformément dans toute 
la région (11) : elles satisferont, dès lors, aux équations 
intégrales (5), donc aussi aux équations différentielles et 
aux conditions initiales données. 

La solution obtenue sera unique, comme on le voit (^) 
en remarquant qu’elle ne change pas (puisque les h suc- 
cessifs tendent vers zéro) lorsqu’on remplace le système 
de départ u^®\ t)^®^ la^®^ par un autre arbitraire tel que (15) : 
ce qui achève la démonstration annoncée. 

La construction précédente pourra s’effectuer au voisi- 
nage de tout point de S et (Cf. 11) les diverses solutions 
partielles ainsi calculées chacune autour d’un segment 
de S, n’en feront qu’une, valable dans tout le voisinage 
de la ligne initiale (^). 

Si les coefficients du système différentiel ou les données 
initiales dépendent (continûment ainsi que leurs dérivées) 
d’un ou plusieurs paramètres auxiliaires quelconques, et 
si les conditions (6) — (17) sont remplies uniformément 
(c’est-à-dire avec des valeurs fixes de A, H, Hj, ...) par 
rapport à ces paramètres, la solution sera aussi une fonc- 
tion continue des mêmes paramètres; elle pourra, moyen- 
nant des conditions supplémentaires farCiles à indiquer, 


(1) Cf. notre Cours d’ Analyse, t. II, n® 240, 4°, 5°. 

(2) On serait dispensé de cette remarque, et l’on définirait la solution 
d’un seul coup dans tout le voisinage de S, si )’on procédait comme il 
est dit dans la note 2 de la p. 492. Ceci, toutefois, ne s’appliquerait pas au 
cas où S serait l’angle des axes. 
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soi 


être différentiée un nombre plus ou moins grand de fois 
par rapport à eux, ou par rapport aux variables indépen- 
dantes données. 


II 

235. Venons maintenant à une équation aux dérivées 
partielles 

(E) F (a;, y, u, p, q, r, s, t) = o; 

en considérant d’abord le cas hyperbolique. Dans ce cas, 
il ne sera pas nécessaire de supposer le premier membre 
analytique, pourvu qu’il soit régulier. Donnons-nous une 
ligne S du plan des xy également régulière, c’est-à-dire 
le long de laquelle x et y seront des fonctions régulières Q 

d’un paramètre A, les deux dérivées ne s’annu- 

lant jamais ensemble (nous supposerons, comme nous pou- 
vons le faire sans diminuer la généralité, la première 
d'entre elles différente de zéro); et, en chaque point de 
cette ligne, les données (régulières) de Cauchy, c’est-à- 
dire les valeurs de l’inconnue u et de ses dérivées pre- 
mières p, q, satisfaisant à la relation 

(18) du = pdx -f- qdy. 

Nous allons supposer que, du moins pour ces données, 
l’équation est du type hyperbolique, et la ligne S non 
caractéristique, c’est-à-dire : 

1° que cette équation, jointe à 

(18 bis) dp = fdx -4- sdy , dq == sdx -f- tdy, 

permet de calculer, en chaque point de S, un système bien 
déterminé et continu de valeurs de r, s, t; 

2® que, se servant des valeurs ainsi trouvées et des don- 
nées u, p, q pour calculer Fr, F„ F*, les racines de l’équa- 
tion du second degré 

(19) Fy - F,p + F, = O, 


(1) M. H. Lewy dans son Mémoire cité des Math. Ànn. Tome XCVIII, 
détermine l’ordre de dérivabilité qull est nécessaire de supposer. 
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sont, en chaque point de S, réelles et distinctes, aucune 
d’entre elles n’étant égale au coefficient angulaire de la 
tangente à S. Ces deux racines pi, Pa peuvent être consi- 
dérées comme connues en fonction de x, y, u, p, q, r, 5 , t. 

Nous allons pouvoir montrer que le problème de Cauchy 
ainsi posé admet, au moins dans une certaine région 
autour de S, une solution et une seule. 

236. Commençons par établir le second de ces deux 
points. Soit donc supposée connue une solution u de 
l’équation, satisfaisant aux conditions données. Fr, F„ Ft 
pourront alors être exprimés en fonction de x, y. En 
chaque point M passeront donc deux caractéristiques, 
lesquelles seront définies respectivement par les équations 
différentielles 


(20) 


dy — pj^dx = O, 

dr + F, ds + (-!■) dx = O. 
P, F, ds + F, dt 4- dy = O 


OU 


dy — p^ dx ~ O 

F^dr -h F^ds + dx — Oy 


P^F^ds + F^dt -h (-5^^ dy — O 


jointes à (18), (18 his). 

Dans les équations (20), pi, pa désignent les deux fonc- 
tions (^) pi{Xy y), p 2 {Xy y) qui vérifient l’équation (19); les 


(1) Goursat, Leçons sur l’intégration des équations aux dérivées par- 
tielles du second ordre, Tome I, Chap. IV, p. 171-174; Paris, Hermann, 1896. 

(2) Rappelons que, u, p, q, r, s, t étant, provisoirement, supposés connus 
en fonctions de x, y, il en est de même de p^, p^. 
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notations 

binaisons 

<20 bis) 


("^) abréger, les com- 

(^) 

m 


rF -f- sF„, 
P q 


F, + pF^ 

Fu + ^F„ -H sF^ + tF^. 


Ces caractéristiques sont, par hypothèse, réelles et dis- 
tinctes et, du moins si M est suffisamment voisin de la 
ligne S, couperont chacune S en un point déterminé, cor- 
respondant à une valeur déterminée du paramètre, don- 
nant ainsi un triangle curviligne ‘S. Inversement, à deux 
points quelconques de S, pourvu qu’ils soient suffisam- 
ment voisins, correspondra, par intersection d’une carac- 
téristique du premier système issue du premier point et 
d’une caractéristique du second système issue du second 
point, un point M(a:, y) déterminé. 

Considérons d’autre part les deux valeurs A et p du 
paramètre ainsi introduites comme des coordonnées rec- 
tangulaires dans un plan, la ligne S étant figurée sur ce 
diagramme par la droite D (A = p), les caractéristiques 
par des parallèles aux axes, de sorte que notre triangle 
curviligne aura pour image un triangle rectangle iso- 
cèle T ayant sa base sur la droite D. 

Prenant A et p comme variables indépendantes, nous 
voyons que x, y, u, p, q, r, s, t devront, en tout point du 
triangle T, satisfaire aux équations des caractéristiques : 
en particulier, aux six équations (18), (18 bis), (20) pour 
le premier système, savoir 

?i = y' = O 

^ = PlFr*' + F,t' + (^■^') y' = O 

(p^ u' — px' — qy* z=z O 
?5 = P' — — St/ = O 

. 9^ = q' — sx' — ty' = O 


(F) 
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le signe ' représentant la différentiation et aux deux 

premières équations (20) pour une caractéristique du 
second système, soit 



le signe ' désignant la différentiation Nous avons 
ainsi huit équations linéaires aux dérivées partielles du 
type (!'), (4')^ car, en vertu de p 2 ^ pu le déterminant des 
coefficients est bien différent de zéro (autrement dit si, 
dans la seconde série d’équations, on remplaçait partout 
le signe ' par ', on trouverait, sans difficulté, 

x' = y' = u' = ... == t' == o). 

On pourra donc intégrer le système (I^, (F) avec les 
conditions initiales qui nous sont données le long de la 
base du triangle T, c’est-à-dire d’un segment de la 
droite D. 

Le calcul en question donnant, comme nous le savons, 
un résultat parfaitement déterminé, il est déjà établi que 
notre problème ne peut admettre plus d’une solution. 


237. Inversement, supposons ce calcul effectué pour 
tous les systèmes de valeurs (suffisamment voisines entre 
elles) de A, fl. Tout d’abord on aura ainsi, en fonction de 
A, fl, des valeurs de y. Les deux équations ainsi écrites 
pourront être résolues en A, p pour toute position donnée 
du point M suffisamment voisine de S : car cette solution 
est acquise lorsque M est sur S, avec un jacobien — x^y' 
différent de zéro puisque pi et p^ sont distincts et que (si, 
comme nous l’avons supposé, la tangente à S n’est pas 
caractéristique) x' et y' ne peuvent être tous deux nuis, 
non plus que x' et y' (Cf. p. 51&). 

Nous allons maintenant établir que les huit fonctions 
ainsi calculées de A et de fi satisfont, non seulement aux 
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huit équations différentielles auxquelles nous les avons 
assujetties, mais aux quatre équations restantes 

= p,F,s' + F,t' + (-g.) y' = o; 

^ px' — gy' = o; 

V'ô — P' — — sy' == 

V'e — — ty' = o 

que nous n’avons pas fait intervenir. 

Si nous faisons cette démonstration et si, en outre, nous 
nous assurons que nos huit inconnues vérifient, identi- 
quement en A, /X, la relation (E), nous aurons une solution 
du problème : car, d’après ce qui précède, u, p, g, r, s, t, 
fonctions de A, p, sont, par là même, fonctions de x, y, 
et leurs différentielles vérifient identiquement, d’après les 
trois dernières équations (F) et les trois dernières équa- 
tions (IF), les relations (18), (18 bis), de sorte que p, g, 
r, s, t sont les dérivées premières et secondes de u par 
rapport h x, y. 

Tout d’abord, on sait Q) que les équations des caracté- 
ristiques admettent la combinaison linéaire dF. Il est aisé 
de former cette combinaison : on trouve, en tenant compte 
de l’équation (19) à laquelle satisfait pi, que l’on a (iden- 
tiquement en x\ y\ u', p\ q\ r , s', F) 

F' ~ n ?3 -+• Fpfs 

Il en résulte que F' s’annule identiquement sur la solu- 
tion que nous venons de construire. Comme, en chaque 
point de la base de notre triangle, les valeurs de nos 
variables vérifient la relation P = o, on voit que celle-ci 
aura bien lieu dans tout l’intérieur de ce triangle. Elle 
entraîne, d’autre part, 

F'== o. 

Or, en vertu d’un calcul tout semblable au précédent, 
il est clair que ceci peut s’écrire 
(21) ^3 -f- ^3 — f“ F„^^ — 1 “ Fp^5 ”4“ FçT ^3 o, 

(1) Cf. Gom«at, loc. cit,, p. 17i. 
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OÙ même le premier terme peut être supprimé en vertu 
de la seconde équation (F). On voit donc que les équations 
(F), (IF) ne sont pas indépendantes. 

Nous noterons une forme particulièrement simple sous 
laquelle on peut mettre les polynômes 9^2 , ?3, ^2, ^3 en 

F 

tenant compte de la relation pip^ = qui existe entre les 

racines de l’équation (19). En tirant de cette relation Fr, 
on voit ainsi sans difficulté qu’on peut écrire, pour ces 
polynômes (sous le bénéfice des équations 9 i — = o) 


m 




= rV H- sY + BC 
= rV -f- sY -h BC 



xV / dF\ 
F, \dx ) 


(22 bis) 



— sV -f- tY H- 


X ^3 = sV 4- «Y + JC 


yV 


x'x' 

(dF\ 

F, 

\dy/ 


\dy } 


238 . La démonstration des équations (IF) repose sur une 
extension simple des expressions (ou « crochets ») clas- 
siques qu’emploie la théorie des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre (^) et qui, bien que déduites 
par différentiation d’expressions elles-mêmes différen- 
tielles, ne contiennent pas de dérivées secondes. 

D’une manière analogue, on voit immédiatement que, 
dans les combinaisons 

( 23 ) 

les dérivées secondes par rapport à A/* s’éliminent : cha- 


(1) Jordaji, Cours d' Analyse, t. IH, n® 62; Coursât, Leçons sur l’intégra- 
tion des équations partielles du premier ordre, chap. II. 
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-cune de ces combinaisons est un polynôme bilinéaire (^) 
par rapport aux dérivées (j = i, 2, 8) d'une part, 

aux dérivées f,' de l’autre, en désignant par nos 

huit inconnues x, y, ii, p, q, r, s, i. 

On va voir qu’elles peuvent se mettre sous la forme 

-+~ •••• H“ r’o^ô + H- 02^2 -f- •••• -H QA, 

les coefficients des ??, étant des polynômes linéaires par 
rapport aux ou aux ou plus simplement, si l’on tient 
compte des équations, déjà acquises et de (21), 

(24) + Qe^e =- 


- QJ. + Qsi's + - Qa (Ki'. + 

On peut constater sans aucun calcul (^) que les quan- 
tités (23) sont nulles pour toutes les valeurs des C qui 
vérifient les conditions (!'), (F), (IP) et sont par conséquent 
de la forme (24). Mais la vérification directe est aisée. 


(1) Dans le cas classique, le crochet de deux opérateurs différentiels 
linéaires est lui-même linéaire. La différence tient à ce que, ici, les coeffi- 
cients contiennent les fonctions inconnues. 

(2) Soient a:„, v». P„. 9„. »'o. t,'. “'o ®'o ‘'o valeurs 

numériques vérifiant les relations (F), (!'), (IP), les huit premières véri- 
fiant, en outre, l’équation donnée et étant voisines de données corres- 
pondantes en un point de S. Soit d’autre part, une fonction analy- 
tique de X, y, U, p, q, r, s, f, holomorpho autour de x ~ y ■= y^, ..., 
t = tjj, laquelle, pour ce système de valeurs des huit variables, prend la 
valeur zéro et admet les mômes dérivées partielles des deux premiers 
ordres que F. Le théorème de Cauchy-Kowalewski montre qu’il existe une 
solution Wj de l’équation aux dérivées partielles F = o prenant pour 
X = Xq, y = y^, la valeur avec les dérivées partielles des deux premiers 

ordres p., ..., f., les deux dérivées-^-—, ayant, en outre, au môme 

0 0 dp® dy^dx 

point, des valeurs numériques arbitrairement choisies. 

Si, pour la solution ainsi construite, on mène les deux caractéris- 
tiques qui passent par le i>oint donné (et si l’on choisit convenablement 
le paramètre A ou /x sur chacune de ces deux courbes et, par conséquent, 
le facteur de proportionnalité qui, dans les dérivées correspondantes, 
dépend de ce choix), les dérivées x% j/, u', p', qf; x', ..., auront, au 
môme point, les valeurs numériques correspondantes données. Il en sera 
de même de t\ i' si l’on a choisi convenablement les valeurs numériques de 

; donc aussi — en vertu des relations =r = o, 

dy,^' dy^^dx,' 

vérifiées, par hypothèse, tant pour que pour u — de r', s', r', 

Or, pour la solution u^, les quantités (23) sont nécessairement nulles, 
puisque les ^ et les ^ sont nuis en tout point. 
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Remarquons d’abord qu’on peut faire abstraction de 
qui, d’après (21), est une combinaison linéaire de ^2, ^4, 

^5, Puis on a immédiatement 

V'/ — 9* = p'»' + — pv — «y = — fe!/' — — i^'.y - 

De même, 

— ?s' = »-V + s'y' — r'x' — s'y'; 


ou, d’après (22), 

( 25 ) f B - 9 \ 


P, y' , P2V' 
F, F. 




et enfin, d’une manière analogue, en utilisant (22 bü} 
et (21), 

(26) f.-9\ = ~9>--^^,= 

= ^ ?a ■+■ ■pj' (V’j + F»'/'» + F'f’/'s + 


239 . Mais, par construction, les <Pi sont nuis identique- 
ment en A, /i. Les équations 

rP' — = 0 ; (i = 4, 5. 6> 


deviennent donc des équations différentielles linéaires 
ordinaires en ^^4, ^5, considérés comme fonctions de A 
et montrent que ces quantités sont partout nulles si elles 
le sont pour une valeur déterminée de A. 

Or, pour A = /A, c’est-à-dire sur S, les équations (IP) sont 
vérifiées, comme résultant des trois dernières équations (I') 
d’une part et, de l’autre, des équations ( 18 ), (18 his). 

Elles sont donc vérifiées dans toute la région considérée 

C. Q. F. D. 


On voit (ce qui n’avait pas été établi jusqu’ici dans le 
cas non linéaire) que, du moment que l’équation est hyper- 
bolique, la valeur de la solution en un point donné ne 
dépend que des données sur une partie de la ligne S, cor- 
respondant à un segment de la droite D. 
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III 

240. La théorie du cas elliptique est, par la nature même 
des choses, plus difficile. Les considérations précédentes 
ne sauraient s’y appliquer sans modifications importantes. 

Nous avons, en effet, dans le cas qui vient d’être traité, 
établi à la fois qu’il ne peut exister plus d’une solution 
et qu’il en existe effectivement une, dont nos opérations 
nous fournissent même une construction. Or, au contraire, 
dans le cas elliptique, nous savons que le problème de 
Cauchy est en général impossible. Nous sommes donc 
avertis que la méthode précédente n’est pas directement 
applicable. Bien loin de construire une solution du pro- 
blème, nous aurons, au contraire, à partir toujours de solu- 
tions supposées connues. 

La première question qui va se poser sera de démontrer 
à leur égard le théorème de M. Hilbert : 

Toute solution (Tune équation aux dérivées partielles du 
second ordre analytkjue et du type elliptique est analy- 
tique dans tout V intérieur de son domaine d'existence. 

La méthode employée à cet effet consistera à étendre la 
définition d’une telle solution au domaine des valeurs 
complexes de x et de y. 

Commençons, avec M. H. Lewy (^), par un cas particuliè- 
rement simple, celui de l’équation 

â^u â^u 

/ étant analytique par rapport aux variables qu’elle 
contient. 

Soit donc u une solution de l’équation précédente, sup- 
posée connue dans une certaine région âl du plan des 
variables réelles x et y. Soit proposé, pour commencer, 
de la définir pour x réel et y complexe, soit y = t/i 4- ti/a. 
Si le problème était, pour un instant, supposé résolu, 
Féquation admettrait deux systèmes de caractéristiques, 


(1) Mémoire cité des Gôtt. Nachr.^ 1927. 
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dont les équations (en raison du fait que l’équation est 
linéaire dans sa partie du second ordre) peuvent s’écrire 
en n’introduisant que les variables x, y, u, p, q, savoir^ 
pour le premier système, 

dy — idx = o; 
dp — idq = fdx; 

et, pour le second, 

dy -f- idx — o; 
dp H- idq = fdx; 

Convenons, provisoirement, de laisser constante la 
partie réelle yi de y. Tout se passera alors dans le plan 
des variables réelles x, y^ et, dans ce plan, les caracté- 
ristiques des deux systèmes seront figurées respectivement 
par les droites : 

— X = X = G^. 

Par chaque point (x, y 2) du plan en question, passeront 
deux telles caractéristiques, formant un triangle rectangle 
isocèle avec la droite ^2 = 0 qu’elles couperont aux points 
d’abscisses x — 2/2, ^ “H ^2- 

Nous désignerons encore par l’accent ' des dérivées 
prises le long d’une caractéristique du premier système 
et par l’accent ' les dérivées prises suivant une caracté- 
ristique du second. Si, dans le plan des xy. (ou, plus exac- 
tement, dans le triangle rectangle isocèle dont il vient 
d’etre question), nous introduisons deux coordonnées 
auxiliaires A, p liées à x, y^ par les relations 

X ~ X P , y^ — X — P , 

sera une dérivée par rapport à A et ' une dérivée par 
rapport à p. Avec ces conventions, qui donnent 

= — = 

l’équation aux dérivées partielles pourra s’écrire sous 

l’une des deux formes 

( 27 ') 

( 27 ') p' iq' o , 
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pendant que l’on aura également les deux équations 

(28') u' — P — iq = o; 

(28') w' — P iq — o ; 

qui expriment que p et q représentent (du moins pour des 
déplacements dans le plan des xy 2 ), les dérivées partielles 
de U. 

Considérons le système des trois équations différen- 
tielles (27'), (27'), (28'). Le déterminant de leurs coefficients 
étant différent de zéro, elles constituent, par rapport à 
U, P, q considérés comme fonctions de A et de p, un sys- 
tème du type étudié dans ce qui précède. Le long de la 
droite ^ — p ~ o, nous connaissons des valeurs des 
inconnues u, p, q. Le problème d’intégrer le système diffé- 
rentiel avec les valeurs initiales ainsi données admet, 
nous l’avons vu, une solution et une seule. 

Il resterait à s’assurer que les valeurs de u ainsi obte- 
nues en fonction de la variable x et de y = yi iyz (ou 
plus exactement jusqu’à plus ample informé, de x, yi, yz) 
satisfont en outre à l’équation (28') dont il n’a pas été tenu 
compte jusqu’ici et sont analytiques en y\ mais c’est ce 
qu’il est inutile d’exposer sur ce cas particulier, qui ne 
sert que d’introduction au cas général. 

241. La construction précédente ne s’applique qu’au 
cas où y seul est imaginaire, x étant encore assujetti à 
être réel. Supposons maintenant x et y tous deux com- 
plexes, soit 

ix^ , y — y^-ir iy^^ 

Par le point {x, y) ainsi choisi, vont passer deux carac- 
téristiques 

(29') Yj 4- iYj — (Vi 4- iy^) = i [X^ 4- — (x^ 4- ixj], 

(29') Yj 4- tYj — (î/i 4- iy^) — i [X^ 4- iX^ — (x^ 4* ix^)] 
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appartenant respectivement aux deux systèmes. Chacune 
d’elles admet un seul point réel, savoir 

(30') Ni (tti =z — î/2, = 2/j + X 2 ) , 

(30') N 2 (ttj = -f- î/ 2 . /^?- == î/i — ^*^ 2 )- 

Inversement, la connaissance simultanée de ces deux 
points dm plan réel détermine les deux coordonnées com- 
plexes X, y. 

Nous ferons, dès maintenant, une distinction utile à 
l’intelligence de ce qui va suivre. Lorsqu’on parlera d’une 
ligne, c’est-à-dire d’une variété décrite par un point qui 
dépend d’un seul paramètre, il y aura lieu de distinguer 
s’il s’agit d’un paramètre réel — auquel cas nous parle- 
rons d’une simple ligne — ou d’un paramètre complexe; 
dans ce dernier cas (où interviennent, en réalité, deux pa- 
ramètres réels) nous dirons qu’il s’agit d’une mégaligne (^). 
De meme, au moins dans des espaces à un plys grand 
nombre de dimensions^ il y aurait lieu de distinguer entre 
une simple surface (^), lieu d’un point qui dépend de deux 
paramètres réels et une mégasurface, lieu d’un point 
dépendant analytiiquement de deux paramètres complexes, 
ce qui fait quatre paramètres réels. Par exemple, chacune 
des équations (29'), (29') représente une mégaligne qui 
coupe le plan réel en un seul point et, inversement, le 
point complexe (x, y) est défini par l’intersection de ces 
deux mégalignes, respectivement définies par le point 
réel Ni (30') et par le point réel N 2 (30'). Par contre, nous 
pouvons, dans l’espace à quatre dimensions, joindre (x, y) 
à Ni ou à Nj, par une ligne droite qui sera, cette fois, une 
simple ligne caractéristique. Joignons également N 1 N 2 par 
une droite du plan réel : nous aurons formé ainsi un 
triangle isooèle que nous pourrons considérer comme 
sillonné par deux familles de simples lignes droites 


(1) D’après les résultats de M. Levi Givita, les mégalignes jouent le rôle 
de cau’actéristiques par rapport au système d’équations aux dérivées par- 
tielles qui régit les fonctions de deux variables complexes. 

(2) L’acceptation ainsi adoptée pour le mot surface » est différente de 
celle qui a été employée dans le corps de l’ouvrage, d’après la note de 
la page 6. 
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respectivement parallèles à MNi et à MNa, donc également 
caractéristiques et que nous considérerons comme lignes 
coordonnées, de manière à, introduire deux paramètres 
(réels) A et /x. C’est dans ce triangle rectangle et en fonc- 
tion de ces deux paramètres que nous aurions à opérer 
d’une manière analogue à ce qui a été expliqué tout à 
l’heure. 


IV 

242. Les opérations relatives à une équation non linéaire 
sont analogues aux précédentes à ceci près que, non seu- 
lement Uy q, r, 5, C mais x et y eux-mêmes doivent être 
pris comme inconnues : donc, 

(E) F(æ, y, u, p, r, s, t) ~ o 

étant l’équation donnée, dont le premier membre est sup- 
posé holomorphe pour toutes les valeurs des huit varia- 
bles que nous aurons à faire intervenir, nous supposons 
connue une solution u de cette équation définie non néces- 
sairement dans tout le plan, mais dans une certaine 
région (K limitée par une certaine ligne S (analytique ou 
non). Pour cette solution, et dans la région 61, l'équation 
sera supposée du type elliptique, c’est-à-dire que l’on 
aura, en chaque point de 61, 

F,F, — F,* > O 

(Fr, F,, ... désignant toujours les dérivées partielles de F), 
de sorte que les racines de l’équaUon du second degré 

(19) p^¥r — pF, -f. Fe = O 

seront imaginaires. 

Supposons, pour un instant, que, du moins, au voisi- 
nage de tout point intérieur à 6{^, u soit analytique et que, 
par conséquent, on puisse le définir (donc aussi ses déri- 
vées partielles) pour des valeurs complexes de x, y. 

Par tout point (réel ou complexe) M (x, y) passe une 
caractéristique de chaque système, solution d'un des 

Hadamabd. 33 
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systèmes différentiels (20) et représentée par une équation 
entre les deux variables complexes x, y, donc par deux 
équations entre les variables réelles Xz, yi, y 2, et qui 
sera une mégaligne. On aura d’ailleurs les deux remar- 
(fiies suivantes : 

a) Pour toute position du point M suffisamment voisine 
de la région (K du plan réel [c’est-à-dire telle que (Xi, ^1) 
soit intérieur à Cfl et x^, yz suffisamment petits], la carac- 
téristique en question coupera le plan réel en un point N 
bien déterminé voisin de M : en effet, les deux équations 
qui la représentent seront alors à deux inconnues (réelles) 
a, elles auront, si le point donné est réel et intérieur 
à ûl, la solution a ~ x, = y et, en ce point, leur jaco- 
bien sera différent de zéro, ceci exprimant que la méga- 
ligne ne contient aucune simple ligne tangente au plan 
réel, ce qui a lieu puisque p est complexe. 

A un point complexe M correspondent ainsi deux points 
réels N, (a„ N, (a„ /?,). 

h) Inversement, si ces deux points sont donnés, inté- 
rieurs à (K et suffisamment voisins, ils feront connaître 
d’une manière déterminée le point complexe M. La carac- 
téristique du premier système issue de Ni et la caracté- 
ristique du second système issue de Na donnent, en effet, 
entre Xi, Xo, iji, y 2, quatre équations qui, pour Ni et N3 con- 
fondus en (a, P), admettent la solution Xj = a, ^1 = /?, 
^2 ~ y2 = O] et, en un tel point, le jacobien est différent 
de zéro, puisque p. est différent de p, et que, par consé- 
quent, les deux mégalignes ne sont pas tangentes Q). 

Dans la région (/l, supposons défini un réseau de 
lignes à deux paramètres tel que deux points quelcon- 
ques de dt soient joints par une ligne bien déterminée. 


(1) Les équations des deux caractéristiques, différentiées, donnent res- 
pectivement (par hypothèse) quatre équations réelles équivalentes aux deux 
équations complexes : 

-f- idx.^) = o 
dy^ + idy^ — P 2 (dx^ -f- idx^) = o; 
lesquelles n’admettent d’autre solution commune que 
dx^ = dx^ =z dy^ = dy^ = 0 . 
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intérieure à (K. Par exemple, si [ce que nous pouvons 
toujours faire moyennant une transformation ponctuelle 
analytique (^) convenable] nous supposons CR. convexe, de 
sorte que S tourne sa concavité vers l’intérieur de CR., on 
pourra prendre simplement pour les des lignes droites, 
le paramètre A qui servira à désigner un point sur l’une 
d’elles étant la distance à une origine déterminée quel- 
conque prise sur elle. 

A tout point complexe M suffisamment voisin de CR. 
correspondra donc un segment de ligne joignant les 
deux points Ni, Na. Si, sur le segment ainsi tracé, nous 
prenons deux autres points quelconques rig, la carac- 
téristique du premier système issue de Ui et la caracté- 
ristique du second système issue de se rencontreront 
en un point complexe bien déterminé m. Ce dernier, si 
l’on fait varier, sur J?, un seul des points n, l’autre restant 
fixe, décrira une simple ligne (et non plus une mégaligne) 
caractéristique; et, au total, nous aurons, sur une simple 
surface de l’espace à quatre dimensions, un triangle ou 
plutôt deux triangles curvilignes ^ 2 , dont l’un, par 
exemple, aura pour sommets Ni, N 2 , M. Chaque point m 
correspondant d’ailleurs à deux nombres réels A, (à savoir 
les deux valeurs du paramètre qui, sur iJ*, définissent les 
points Ni et Na), chacun de ces deux triangles curvilignes 
correspondra, dans le plan des A/x, à un triangle rectangle 
isocèle Tl ou Ta ayant sa base sur la droite D (A = /x). 

243, La question est de construire les triangles ^ sans 
savoir, jusqu’à nouvel ordre, si la fonction u et ses dérivées 
peuvent être étendues au champ complexe, mais en par- 
tant des valeurs de ces quantités dans le plan réel, valeurs 
que nous supposerons connues (*). 

A cet effet, après avoir défini le réseau des lignes if, 


(1) Les transformations analytiques sont les seules que nous puissions 
effectuer ici, sans troubler le caraetère analytique de la fonction F. 

(2) Comme le constate M. H. Lewy dans le Mémoire cité des Math, Ann., 
t. CI, les raisonnements et les conclusions qui vont suivre sont valables 
du moment que u admet des dérivées partielles continues jusqu’à l’ordre 
quatre. 
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nous n’aurons qu’à appliquer sans modification (sauf la 
présence d'inconnues et de coefficients complexes), la 
méthode qui nous a servi précédemment. Ni et Na étant 
deux points quelconques intérieurs à ûi et suffisamment 
voisins l’un de l’autre, nous les joindrons par un segment 
do ligne sur lequel, dès lors, les huit variables x, y, u, 
p, r, s, t seront, par hypothèse, connues en fonction 
du paramètre A, c’est-à-dire de la position d’un point de 
la droite D du plan des A/a. Avec les données initiales ainsi 
assignées sur D, nous intégrerons encore le système des 
six équations (F) et des deux équations (F), dont tous les 
coefficients (complexes cette fois) seront des fonctions 
analytiques connues des huit variables précédentes. Le 
déterminant de ces coefficients étant, comme ci-dessus, 
différent de zéro au voisinage de la ligne initiale, le sys- 
tème ainsi écrit relève encore de la théorie précédemment 
exposée, de sorte qu’à notre couple de points Ni, Na cor- 
respond un point M y) du champ complexe, ainsi qu’un 
système de valeui’s de u, p, q, r, s, t, toutes les quantités 
ainsi calculées étant dérivables par rapport à a^, /Jj, aj, 13 ^, 

Pour montrer qu’on a ainsi une fonction analytique 
U (x, y) vérifiant l’équation aux dérivées partielles, nous 
aurons à faire voir : 

1 ® que l’on a, dans toute l’étendue d’un triangle 
ou ‘ 5 j, non seulement les équations différentielles (F), (F), 
mais les quatre équations restantes (IF); 

2 * que les équations qui font connaître les quantités 
x = Xi -h ixzj y — yi iy2 en fonction des coordonnées 
«1, Pu «2, P2 des deux points Nj, Na du plan réel peuvent 
être résolues par rapport à ces dernières en fonctions de 
^1, ^21 Vu Vi pourvu que (Xi, j/i) soit pris dans ôl et 
1^2!, 12/2! suffisamment petits, de sorte que, dans ces condi- 
tions, w, p, q, r, 5, t pourront être considérés comme 
fonctions de Xi, x^y 1/1, ^2; 

8 ® que les fonctions ainsi obtenues sont analytiques en x 
et en y ; 

4 ® que p, q, r, $, t sont les dérivées premières et secon- 
des de U. 
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244. 1® En ce qui concerne le premier point, la démons- 
tration donnée pour le cas hyperbolique s’applique sans 
modification. 

S"* Soit maintenant à exprimer Pu «a, P 2 en fonctions 
de Xu x- 2 y y U y 2 , en supposant formées les expressions 
inverses. Les valeurs des fonctions implicites cherchées 
s’écrivent immédiatement toutes les fois que 0:3 = i/a ~ ©, 
savoir = p^ = y^. Nous avons à montrer 

que pour de telles valeurs des a, p c’est-à-dire pour Ni 
confondu avec Na, le jacobien 

J _ DÇXi, Xg, Vi, y^) 

D(ai, ^ 1 , tta, P^) 

est différent de zéro. Les dérivées qui entrent dans ce 
jacobien se calculent comme il a été indiqué au n® 230 bis. 
Considérons d’abord les dérivées partielles par rapport 
à ai et à tta, c’est-à-dire supposons que l’un ou l’autre des 
points Ni et Na, primitivement confondus, se déplace infi- 
nitésimalement sur une parallèle à l’axe des x. Ce sera 
alors cette droite qui sera la ligne i?, le paramètre A 
n’étant autre que l’abscisse aj ou En vertu des identités 

(31) x(a, P; a, P) r=z a , y(a, p; a, P) = 


on aura, pour les dérivées des coordonnées complexes x, y, 


âx dx 

j — — j 

atti 00.2 

relations qui, jointes à 
dy __ dx 

Ô0.2 dtta 

donnent 


(32 a) 


Pi 

Pi ~~ P2 


âcHi 0^2 


dy dx 


dx _ — Pa 

dtta Pi — P2 


(32 b) 


ày _ _ dy _ PiPa 


dx 

d<*i 


Pi — P 2 
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De même, pour des déplacements de Ni ou de N2 paral- 
lèlement à Taxe des y, 


(33 a) 
(33 b) 


àx âx — 1 

d/?i 0^2 Pi P 2 

ày ^ ~ p 2 ày ^ Pi 

àPi Pi ~ p2 ’ Pi — p2 * 


Dans ces formules, il est aisé de séparer les parties 
réelles et imaginaires en tenant compte de ce que Pi et Pa 
sont des imaginaires conjuguées. Le second membre de 
chacune des relations (32“), (33*") a pour partie réelle 1/2, 
soit 


(34) 


Pi 

Pi P2 


d’où 


JL^ 

2 


4- ir 



âXj âx^ âyi ây^ 1 

dtti âa^ d/?2 2 

ÔX2 __ __ ÔX2 __ dt/2 __ dj/2 
dtti do.^ d/ii 0^2 


Ceux des équations (32*^), (33") sont des imaginaires pures, 
ôy^ ây^ âXj _ âx^ 


de sorte que 


— o. Lé pro- 


âa^ dtta àl3^ dp 2 

duit de ces imaginaires pures étant le même (au signe près) 
que celui des quantités (34), soit 


dx2 ây2 _ _ àx2 ày2 

d/^i dtti âpi dttj 

âx.^ ây2 _ 

d^2 àa2 


il vient 



àx^ ây2 

d/?2 dtti 



U, p, q, r, s, t pourront donc être exprimés en fonctions 
des quatre coordonnées Xi, Xo, 2/1, ^2 dans l’hyperespace 
ou mégaplan E4 ou plutôt dans sa partie voisine de dl. 
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Remarque. — Dans le même ordre d’idées, notons qu’on 
ne peut jamais avoir, en effectuant notre construction le 
long d’une quelconque des lignes > 0 , 

~ î/'^' = (p2 — Pi)x'x" — o; 

ç’est-à-dire æV = o, puisque le premier facteur n’est cer- 
tainement pas nul. 

Toujours en raison des identités (31), x' et sont déter- 
minés par les relations 

a;' H- X' = y' -h y' = p,x' ■+■ p,x' = 


x' ~ O exigerait dès lors, en multipliant la première de 
ces relations par p 2 et retranchant de la seconde. 


dy dx 

Ik ~ ~d\ 


ce 


qui ne se peut, car 

(lA 


dk 




ensemble (sans quoi la ligne cesserait d’être régulière 


ou régulièrement représentée) et leur rapport, qui est réel, 
ne saurait être égal à l’imaginaire p^. 


245 . S'’, 4°. Nos deux dernières conclusions se démon- 
treront ensemble (^) si nous faisons voir que, pour tout 
déplacement infinitésimal dans E^, on a 

(35) Su — pSx — qSy — o ^ — rSx — sSy = o , 

Sq — sSx — tSy = o; 

ainsi qu’il nous est déjà connu, d’après les trois dernières 
équations (F) et les trois dernières équations (IF), lorsque 
le déplacement a lieu sur la simple surface correspondant 
à une position déterminée de la ligne 

En effet, la première des équations (35), si elle est sup- 
posée vérifiée pour tout déplacement dans E 4 montrera. 


(1) Je dois cette partie de la démonstration h une communication per- 
sonnelle de M. Hans Lewy. 
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comme on sait, que p est la dérivée partielle de u par 
rapport à x et, du moment que cette dérivée pour toute 
variation, réelle ou complexe, de x, u sera analytique par 
rapport à cette variable. De même, il sera analytique en y, 
sa dérivée étant q. Ces dérivées étant continues, l’analy- 
ticité en X y est établie C). 

Quant aux deux dernières équations, elles expriment 
que r, s et i sont les dérivées de p et de q, donc les déri- 
vées secondes de u. 

On peut, d’après ce qui précède, considérer la position 
d’un point, au voisinage de la région (K du plan réel, 
comme déterminée par la connaissance des valeurs de A. 
et de /X, jointe à celle des deux paramètres y qui définis- 
sent la position d’une ligne particulière C du réseau. Il 
suffira donc de démontrer les relations (35) en convenant 
que 8 désigne une différentiation par rapport à l’un de ces 
derniers paramètres. 

Le symbole 8 sera, d’après cela, permutable tant avec ' 
qu’avec ' Procédant comme précédemment (238-239) et 
posant 

U — Su — p^x — qhj 

p = 5p — rSx — sSy , Q = Sq — sSx — tSy 

nous formerons les diverses dérivées U', P', Q', IT, P', Q\ 
Nous pourrons d’ailleurs utiliser toutes les équations (F), 
(P), (IP), ces dernières étant actuellement démontrées. 
Toutes ces relations, ainsi que 

F=:o 

sont des identités par rapport aux quatre variables indé- 
pendantes 7 , A, /i, et nous pourrons leur faire subir la diffé- 
rentiation 8. On aura ainsi, tout d’abord, 

(36) U' =: U' — 8<P, = p'8x -f- q'8y — x'8p — y'8q 

== (rx' -h sy' ) 8x {sx' -h ty' )8y — x' 8p — y' 8q = 

— «'P — y'Q. 


(1) Voir notre Cours d' Analyse, t. II, 181 bis, p,. 181 
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puis P' = P' — = r^Bx H- s'By — x'Br — y'Bs; 

Q' = Q' — = s'^x + t'Sy — Jc'Ss — y'St. 

Combinons ces deux dernières relations en multipliant 
la première d’entre elles par x\ la seconde par y" et ajou- 
tant. Dans réquation ainsi obtenue, nous pourrons tirer 
rV 4- s'y\ sV + t'y^ des équations (22), (22 bis), dont les 
premiers membres sont nuis; d’autre nart, le fait que 

y' 

^ et p 2 == — sont les racines de l’équation (19) 

X X 

donne, entre x'x', (x'y' + yV), y'y', la double proportion 

x'x' _ ,a:V + y'x' _ y'y' 

F, F. F, • 

Nous trouvons donc 


«•F + = [(-§-)*,+ 

+ (-f-) ^ 

Mais la différentiation de F donne 


Q r= 8F = F^8 x 4“ F^8y 4- F^8 m 4- F^Sp -f- F^8q 

4" F^8r 4- F, 8s -f- F^8t. 


Si nous tenons compte des valeurs (20 bis) de 


et de 



le résultat se réduit à 



(37) 


4- vV = 


XX 

~ 


(UF„ 4- PF^ 4- QF^) 


Tout pareillement, avec interversion des opérations ' et 

(37') xT' + y'Q' = 4f- (UF„ + PF, 4- QF,). 

(36), (37) et (37') so.nt trois équations en U, P, Q du type 
étudié ci-dessus, dont les coefficients sont des fonctions 
régulières de A, p (Fr ne pouvant jamais être nul dans les 
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conditions actuelles) et dont le déterminant x'y'^ — y'x'' 
n/est pas nul, comme nous Tavons remarqué il y a un 
instant. 

D’autre part, U, P, Q sont nuis pour A /x, c’est-à-dire 
en tout point du plan réel, puisque la variation d’un des 
paramètres y correspond à un déplacement dans ce plan 
et qu’alors, par définition, p, q, r, s, t sont les dérivées 
premières et secondes de ii. 

Donc U, P, Q sont identiquement nuis, ce qui entraîne 
à la fois les deux conclusions 3'’ et 4^^ du n° 243. 

Il est donc complètement établi que u, considéré comme 
fonction de x et de y, est une fonction analytique de ces 
variables et constitue, tant dans le domaine réel que dans 
le domaine complexe au voisinage de CR., une solution du 
problème. 

Gomme l’extension que nous venons de faire au champ 
complexe de la fonction u définie dans le plan réel est 
unique — propriété bien connue des fonctions analyti- 
ques — , elle ne dépend pas du système particulier de 
lignes ^ choisies dans CR. : toute construction analogue 
à celle du n° 243, exécutée entre deux points Ni, Na de CR., 
conduira nécessairement au même résultat, de quelque 
manière qu’on joigne (dans CR.) ces deux points. 

Enfin le théorème ci-dessus démontré entraîne, comme 
au Livre I (15), la conclusion que si, le long d’une 
courbe S analytique, on assigne des données de Cauchy 
qui ne le soient point, de manière à définir, de chaque côté 
de S, un problème de Cauchy, l’un au moins des deux 
problèmes ainsi posés n’est pas possible, puisque s’ils 
l’étaient tous deux, la ligne S serait intérieure au domaine 
de définition de la solution totale. 

246. L’analyticité de toute solution de l’équation étant 
ainsi démontrée à l’intérieur d’une région CR. dans laquelle 
elle est définie, il nous reste à prouver que, si les données 
de Cauchy sont assignées le long de la courbe S qui limite 
cette région, une telle solution est parfaitement déter- 
minée et unique. 
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Le principe que nous emprunterons, à cet effet, à la 
théorie des fonctions analytiques est le suivant : 

Il ne peut exister deux fonctions analytiques différentes 
d'une variable z prenant les mêmes valeurs tout le long 
d'un arc de courbe K du plan de cette variable. 

Le principe n’affirme pas l’existence d’une fonction pre- 
nant les valeurs en question le long de K (en fait, une 
telle fonction n’existe pas en -général), ainsi qu’il est 
nécessaire pour qu’un tel principe puisse servir de base 
à notre raisonnement actuel. 

Le principe qui précède est bien connu dans un premier 
cas, celui où K est intérieure à la région d’existence de- 
là fonction. Il s’agit de l’établir lorsque K fait partie de 
la frontière de cette région. Il suffit, d’ailleurs, d’établir 
qu’une fonction analytique, définie d’un côté déterminé 
de K, est identiquement nulle si elle est nulle en tout point 
de K. 

Or il en est nécessairement ainsi lorsque K est un seg- 
ment de l’axe réel, la fonction / étant, par exemple, définie 
dans le demi-plan supérieur : car le procédé de Schwarz 
permet de prolonger la fonction au delà de cet axe, ce qui 
nous ramène au premier cas. Dès lors, le principe énoncé 
ci-dessus est vrai quelles que soient la forme de K et l’aire 
de définition de la fonction, puisqu’une telle aire peut être 
ramenée à un demi -plan par représentation conforme. 

247. Ceci posé, constatons d’abord que sur toute carac- 
téristique, y est une fonction analytique de x. 

En effet, d’après ce qui a été démontré ci-dessus, u est 
analytique en x et et il en est par conséquent de même 
de chacune des fonctions pi, p^ définies par l’équation (19). 
Or, la fonction y (x) est définie par l’équation différentielle 

= P, (». y) (i = 1. 2) 

Une caractéristique est donc une mégaligne d’après 
notre définition du n° 241. 
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248. Toutefois, il y a lieu d’observer que le théorème 
ainsi invoqué sur les équations différentielles n’est établi 
qu’à V intérieur du domaine de définition et d’analyticité 
de la fonction pi. Sur la frontière de ce domaine, les 
démonstrations connues tomberaient entièrement (dé- 
monstration par le calcul des limites) ou demanderaient au 
moins à être reprises (démonstration par les approxima- 
tions successives). 

Dans l’hyperespace ou (241) mégaplan E 4 , lieu du point 
complexe (x, ?/), la frontière du domaine de définition de u 
s’obtient (^), d’après ce qui précède, en prenant sur S l’un 
au moins des deux points Ni, Na du plan réel qui ser- 
vent (243) à la construction du point complexe M. Le lieu 
de ce dernier, lorsque Nj est ainsi pris sur S et reste fixe 
pendant qu’on fait varier Na, est la caractéristique G issue 
de Ni. Il n’est donc pas encore évident qu’une caracté- 
ristique de cette espèce particulière soit analytique. 

C’est toutefois ce que l’on peut établir en toute certi- 
tude par continuité. La fonction u étant supposée régu- 
lière jusques et y compris les points de S, nos opérations 
fondamentales convergent uniformément lorsque l’un des 
points Ni, Na ou tous les deux s’approchent de S et cela 
alors même que la distance de ces deux points reste supé- 
rieure à une quantité fixe. Il en résulte que les résultats 
de ces opérations restent continus dans ces conditions. 
Si donc, au lieu de la caractéristique G, on considère la 
caractéristique analogue G issue d’un point Ni intérieur 
à la région (K et voisin de Nj, tout point M de G, obtenu 
en associant Ni à un point intérieur Na, sera la limite vers 
laquelle tendra (lorsque Ni tendra vers Ni) un point M 

de G et, si l’on entoure, dans le plan de la variable com- 
plexe X, le point dont l’affixe est la première coor- 
donnée de M par un contour fermé y (suffisamment petit 


(I) Une autre partie de la frontière peut éventuellement correspondre 
au cas où les points N^, s’écartent jusqu'à la limite de convergence de 
nos opérations. Mais cette seconde partie de frontière n'aura pas à inter- 
venir ici. 
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pour être intérieur à la région de validité de nos raison- 
nements), un tel contour, qui pourra être considéré comme 
déduit d’un contour (g) décrit par le point Na dans le plan 
réel, sera la limite d’un contour analogue y — à savoir 
celui qui correspond au même contour (g) autour du point 
correspondant obtenu en remplaçant Ni par Nj. Dès lors, 
la formule classique 

Jy $ — X 

que l’on peut assurément écrire pour la fonction 
y = G (x); 

qui définit la caractéristique C, donne, par' passage à la 
limite (^), la formule correspondante pour la fonction 

(38) 2 / = C (x); 

qui définit G; cette dernière fonction est donc bien ana- 
lytique. 

249. Partons maintenant des données du problème. 
Prenant toujours Ni fixe sur S, faisons décrire au second 
point Na cette même ligne S. Tout arc Ni Na de S ainsi 
choisi permettra, et cela en partant des seules données de 
Cauchy, notre construction fondamentale, conduisant à un 
point complexe M. Ce dernier, lorsque Na varie sur S, 
décrit une simple ligne Z, qui doit être située sur la méga- 
ligne G, et dont la projection sur le plan complexe (lieu 
du point d’affixe x) appartiendra, à titre de frontière, à la 
région de définition de la fonction (38). Il y aura d’ailleurs, 
pour toute solution u du problème, deux mégalignes de 
cette espèce C", G' et, respectivement sur elles, deux 
simples lignes Z', Z', ces dernières pouvant être construites 
à l’aide des seules données. 


(1) On pourrait, mais au prix de quelques complications, établir que 

la convergence de y vers y est uniforme par rapport à a?, moyennemt quoi 
Tanalyticité de la dernière de ces deux fonctions résulterait d*un théo- 
rème bien connu sur les séries de fonctions analytiques. 
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Supposons provisoirement que notre problème de Cau- 
chy admette deux solutions différentes. Chacune d’elles 
fournira, à partir du point Nj, une mégaligne C'; mais 
nous voyons que ces deux mégalignes auront en commun 
la simple ligne T. Elles coïncideront donc entièrement, 
d’après le principe posé au n” 246. Le même raisonne- 
ment s’appliquant aux diverses fonctions u, p, q, r, s, t 
qui sont, sur C', des fonctions analytiques de x, les valeurs 
prises par ces diverses fonctions en chaque point de la 
mégaligne seront les mêmes pour les deux solutions. 

Des conclusions toutes semblables s’appliquent à la 
caractéristique C' du second système issue de Ni, laquelle 
est, elle aussi, sinon effectivement constructible, du moins 
parfaitement définie par la ligne Z\ 

250. Ces points acquis, la démonstration du théorème 
s’achève sans difficulté. Partons d’une première solu- 
tion Ui, supposée connue, de notre problème de Cauchy. 
En un point quelconque Ni («j, ^i) de la ligne S, et ses 
dérivées, par conséquent aussi, les divers coefficients qui 
figurent dans les équations (!'), (P) prendront des valeurs 
déterminées, et l’on pourra, autour de ce point, délimiter, 
dans Cfl, une petite région dans laquelle les valeurs 
des quantités en question différeront aussi peu qu’on le 
voudra de leurs valeurs en Ni. A partir de ces dernières, 
nous pouvons effectuer la substitution linéaire du n® 232 
et, par conséquent, ramener les équations (F), (F) au type 
considéré à cet endroit, en introduisant à la place de nos 
huit variables x, y, u, p, q, r, 5 , t, huit autres variables 
analogues. En se donnant des bornes supérieures pour les 
modules des quantités 

(39) x — ttj , 1/ — M , P — Pn^ 

9 ^ > s — » 

on définira, dans l’espace à huit dimensions complexes 
(c’est-à-dire à seize dimensions réelles), une certaine 
région <S, correspondant à une certahie valeur du nom- 
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bre Hü {n° 233), et dans laquelle pourront, par suite, être 
assignés les nombres (^) Hj, A, A; et ceci nous permettra 
de choisir les nombres e. H, tj de manière à vérifier les 
inégalités (14), (14'), (17), (12) et (13) du n° 233; d’où, pour 
les quantités (39) ci-dessus, de nouvelles limitations, don- 
nant, dans S, une région (en général plus restreinte) 
et, de même, une nouvelle limitation de la région dti. 

N étant un point quelconque de la région ainsi 
délimitée, joignons-le par un segment de droite (entiè- 
rement intérieur à si celle-ci est convexe) au point 
L’arc ainsi tracé permettra notre construction fondamen- 
tale en partant de la solution Wj, c’est-à-dire en lui 
empruntant les valeurs de u, p, q, r, s, t le long de 
On aura ainsi, dans E^, deux triangles curvilignes adja- 
cents V >2 dont les côtés issus de Ni seront deux sim- 
ples lignes c', c\ respectivement tracées sur G' et sur C\ 
Soit ^ rensemble de et de ^ 2 . 

Chaque point de if est, comme précédemment, défini 
par une valeur d’un paramètre A. A cette même valeur 
de A il correspondra, dans une simple ligne caracté- 
ristique du second système (^) et un point de c (celui où c' 
sera rencontrée par la caractéristique en question); de 
même, un point de c' et une simple ligne caractéristique 
du premier système tracée dans seront définis par une 
valeur p du paramètre, celle qui correspond au point où 
cette deuxième caractéristique coupe if; après quoi, tout 
point de pourra être considéré comme ayant pour coor- 
données curvilignes A et p. 

Dans le plan des A/x, la figure sera ainsi représentée 
par un carré dont deux côtés, ceux qui correspondent à c' 
et à c', seront situés sur les axes coordonnés. 


(1) Hj sera une borne supérieure des gradients des inconnues pour un 
premier choix de la région 

(2) Si jy est une ligne analytique — par exemple, une ligne droite — 

les coordonnées d’un point quelconque M de intersection de deux méga- 
lignes caractéristiques respectivement issues de deux points n^, n^, de 
seront des fonctions analytiques des paramètres A, fx qui définissent ces 
deux points : ^ point de vue, le prolongement analytique 

de 
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détermination du problème 


Or, ceci fait, nous voyons que la figure 6, que nous 
avons jusqu’ici construite à partir d’une solution supposée 
connue du problème de Cauchy, peut se construire à 
partir des seules données de ce problème, car nous avons 
vu que ces données déterminent les valeurs des variables 
le long de d et de c\ c’est-à-dire le long des parties posi- 
tives des deux axes coordonnés du plan des A/x, valeurs 
à partir desquelles on peut intégrer d’une manière par- 
faitement déterminée le système différentiel (!'), (f). 

Toute autre solution du même problème de Cauchy cor- 
respondra aux mêmes valeurs des variables, tant le long 
de c' que le long de c\ La mégaligne caractéristique du 
premier système menée par un point quelconque de c', 
correspondant à une valeur /x du paramètre sur cette ligne, 
et la mégaligne caractéristique du second système menée 
par un point quelconque de c' correspondant à une 
valeur A du paramètre, se couperont en un point déter- 
miné où seront définies par là même des valeurs de w, p, 
q, r, s, t. Or, la figure ainsi définie peut encore être cons- 
truite à l’aide de notre système différentiel et des valeurs 
initiales portées par d et d. Elle n’est donc pas distincte 
de celle qui a été formée il y a un instant, c’est-à-dire 
qu’elle contient, en particulier (pour A = ^tx), la ligne J? et 
le point N, en lequel w, q, r, s, t ont les mêmes valeurs 
que dans notre première solution. 


C. Q. F. D. 



TABLE DES MATIERES 


Pages 

La fondation Silliman TX 

Pi'éface XI 

Préface de l’édition française XIII 

Livre I. — Propriétés générales du problème de Cauchy (n®* 1-27L 

Chapitre 1. — Théorème fondamental de Cauchy. Caractéristi- 
ques (1-14) 3 

Chapitre H. — Discussion du résultat de Cauchy. Les trois 
types d’équations du second ordre (15-27) 27 

Litre n. — La formule fondamentale et la solution 
élémentaire (n®* 28-70). 

Chapitre 1. — Cas et résultats classiques (28-35) 57 

Chapitre II. — La formule fondamentale (36-45) 81 

Chapitre III. — La solution élémentaire 99 

1. Remarques générales (46-48) 99 

2. Solutions à singularité algébroïde (49-53) 103 

3. Le cas du conoïde caractéristique. Formation de la solution 

élémentaire (54-70) 115 

Note additionnelle sur les équations des géodésiques 156 

Livre. III. — Les équations à un nombre impair de variables 
indépendantes (n®* 71-133). 

Chapitre I. — Introduction d’une nouvelle sorte d’intégrales 
généralisées 163 

1. Discussion de résultats antérieurs (71-78) 163 

2. La partie finie d’une intégrale infinie simple (79-87) 184 

3. Cas des intégrales multiples (88-94) 195 

4. Quelques exemples importants (95-101) 206 



532 TABLE DES MATIÈRES 

Pages 

Chapitre II. — Intégration de Téquation à un nombre impair 


de variables (i02-iU) 218 

Chapitre ni. — Synthèse de la solution obtenue (115-128) .... 245 

Chapitre IV. — Application à quelques équations usuelles 
(129-133) 276 


Litre IV. — Les équations à un nombre pair de 
indépendantes et la méthode de descente (n^^* i34-3||^ 


Chapitre I. — Intégration de l’équation à 2m, variables . . . 

1. Formules résolvantes (134-149) ^ 

2. Exemples classiques (150-155) IplK 

3. Un type de problème mixte. Application à la possibilité 

du problème de Cauchy (156-163) 337 

Chapitre H. — Autres applications du principe de descente — 358 

1. Descente de m pair à m impair (164-165) 358 

2. Propriétés des coefficients de la solution élémentaire 

(166-170) 364 

3. Etude des équations non analytiques (171-207) 377 

Note additionnelle 438 

Appendice I. — Forme invariantive donnée à la solution 441 

Appendice II. — Notions sur la résolution du problème mixte, 453 

Appendice UT. — Détermination du problème dans le cas non 

linéaire 487 


Errata 529 

Index ^31 



INDEX 


Les numéros en caractères ordinaires renvoient aux pages; les 

numéros en caractères gras (et entre parenthèses), aux paragraphes; 

la lettre n, au notes aux bas des pages. 

D’Adh^mar, introduit la notion de transversale, 87 (40); traite l’équa- 
tion des ondes amorties, 97 (44); synthèse de la solution 
pour l’équation des ondes cylindriques, 245n, 252, 253n (119). 

Adjoint (polynôme) et équation adjointe, 83 (37); — invariantive, 89 
(40 bis). 

Algébroïde (solutions à singularité), 113 (53). 

Alternées (méthodes) dans la résolution du problème mixte, 
486 (229). 

Amorties (ondes sphériques), 97 (44), 151 (69), 333 (154); — (ondes 
cylindriques), 97 (44), 150 (69), 237 (110), 280 (132). 

Ampère, sur les caractéristiques, 21n (13j. 

Analytique (fonction), 11 (8); -- (prolongement), 35 (17) (voir Prolon- 
gement); une solution d’une équation hyperbolique n’est 
pas nécessairement — , 238 (110). 

Anguleuses (frontières), 330 (152). 

Anti-ondes, voir Ondes rétrogrades. 

Approximation par polynômes, 38n (18); 430 (202). 

Approximations successives (méthodes d'). 15 (10); leurs conditions 
d’applicabilité, 39n (18); leur extension par Hans Lewy 
App. III, 488-501 (230-234). 

Arête, en (2). 

Backlund, sur les caractéristiques, 24n (13). 

Beltrami, sur les ondes sphériques 77n (34); paramètre différentiel 
sur la sphère, 61 (28 bis); ses paramètres différentiels pour 
la quantité T, voir Lamé. 

Bernstein (Serge), sur les équations paraboliques 32n (16); sur l’ordre 
de grandeur des dérivées et le prolongement analytique, 
38n (18). 



534 


INDEX 


Bessel (fonctions de), 95 (42); — permettent d’exprimer la solution 
élémentaire de l’équation des ondes amorties, 150 (69); — 
leur remplacement par leur valeur asymptotique pour l’étude 
du cas parabolique, 147 (67). 

Beudon, sur les caractéristiques, 23n (13); son théorème d’existence, 

108 (51). 

Bicaractéristiques, 106 (49). 

Birkeland, sur les ondes sphériques amorties, 332 (154). 

Block (Henrik), sur l’équation • 33 (17). 

Bôclier, sur ce qu’on doit entendre par solution, 38n (18). 

Brillouin (M.), sur les ondes sphériques amorties, 333 (154). 

Brunhes (B.), sur rintcrprétation de la formule de Kirchhoff, 78n (34 1 

Caractéristiques, 20 (12). 

Garleman, sur le prolongement analytique, 37n (17). 

Garson, problèmes mixtes en télégraphie, 472n (219). 

Carvallo, sur les ondes sphériques amorties, 333 (154). 

Cauchy et le théorème de factorisation, 167 (72). 

Gauchy-Kowalewski (théorème de) 10 (7), voir Kowalewski. 

Cauchy (problème de); énoncé, 6 (2); — pour Au = 0, 28 (15); physi- 
quement inacceptable 39 (18) ; 45 (21) ; pratiquement mal déter* 
miné 46 (21); — pour une frontière orientée dans le temps, 
347 (158). 

Caustiques, 483 (226). 

Cîialeur (équation de la), 31 (16), 145 (67). 

Cdiangement de variables sous le signe , 1(92 (85). 

Cône caractéristique, 24 (13). 

Gonoïde caractéristique, 102 (48); son équation, équation aux dérivées 
partielles correspondante, IM (58). 

Conormule, 87n (40). 

Contact des courbes ou des surfaces, sa relation avec le voisinage. 

44 (20). 

Contact mobile, 50 (24 bis). 

Continuité relativement è des fonctions, 44 (20 bis); — des solutions 
du problème de Cauchy par rapport aux données, valable 
pour l’équation des cordes vibrantes, 41 (19); en défaut pour 
l’équation de Laplace, 42 (19); 45 (20 bis); — de la solution 
pour m impair, 236 (109); — des géodésiques par rapport aux 
coefficients 156, note additionnelle au Livre II; — de la solu- 
tion du pi^oblèmo de Cauchy et de la solution élémentaire 
par rapport aux coefficients, 431 (203). 

Convergence (rayon de), 19 (11); voir Rayon de convergence. 

Cornet acoustique, 72 (34), 237 (110). 

Correctement posé (problème), 4 (1). 



INDEX 


535 


Cotton (E.), sur la représentation conforme à plusieurs variables, 102n 

(47) ; forme invariante de l’équation aux dérivées partielles, 128 
(59), 369n (168). 

Coulon, sur la forme du cône caractéristique dans les différents cas 
hyperboliques, 47 (22); construction et équation du conoïde 
caractéristique, 116 (54); interprétation de la transversale, 
88 (40); sur réquation des ondes cylindriques amorties, 97 (44); 
sur les équations normales = 0, 148 (69); 214 (98). 
Cylindriques (ondes), 8 (4 bis); (méthode de Volterra pour Téquation 
des), 96 (43), voir Volterra; leur étude par descente, 70 (30); 
cas d’une frontière orientée dans le temps, 7 (34), 355 (163). 

Darboux, sur le théorème d’existence pour les équations aux dérivées 
partielles 11 (7); sur les paramètres de Beltrami 124n (59); 
sur la méthode de Ricmann 92n (42); sur la propriété 
d’échange de la fonction de Ricmann 95n (42); sur la formule 
fondamentale, 82n (36); sur le conoïde qui vérifie une équa- 
tion aux dérivées partielles du premier ordre, 102 (48); — 
détermine une solution d’une équation aux dérivées par- 
tielles par ses valeurs le long de deux caractéristiques, 103 

(48) ; remarque sur l’intégrale / ^u) {u — xy iy — , 169 

(73). 

Définie (forme caractéristique), 46 (22). 

Définies (conditions), 4 (1), 248 (116). 

Delassus (théorème de Le Roux et), 102 (48). 

Démarcation (onde de), 461 (217). 

Denjoy, sur le prolongement analytique, 37n (17). 

Dérivabilité des données, 182 (78). 

Descente (méthode de), 69 (30); effet sur la solution élémentaire, 
151 (70); appliquée h l’intégration de l’équation à variables. 
Liv. IV, ch. I; — de m pair à m impair, Liv. IV, ch. II. 
Déterminant général, spécial, 371n (169). 

Différentiation des intégrales généralisées ordinaires 185 (80), 189 (82); 

— des intégrales généralisées nouvelles, 194 (87). 

Diffusion des ondes, 238 (111). 

Dini, sur la méthode de Riemanii, 80 (35). 

Direct (demi-conoïde), 74 (32). 

Dirichlet (problème et données de), 28 (15); — pour une équation 
hyperbolique, 467 (218 bis). 

Discontinuités introduisant le hasard, 46 (21); — dans les données, 
58 et suiv. (28). 

Domaine d’intégration sous le signe F (hypothèses sur le), 195 
(88), 198 (89); — avec singularité, 202 (91); limité par deux 
surfaces sécantes, 202 (92). 



536 INDEX 

Domaine de validité d’une solution, 379 (172); de la solution élémen- 
taire, 408 (189). 

De Donder, méthodes invariantives, 443 (208). 

Du Bois Reymond, sur la méthode de Riemann, 80; (35). 

Duhem, sur le prolongement des fonetions harmoniques, 30n (15); 
sur la descente, 69n (30); sur les ondes sphériques, 77n (34); 
sur l’analyticité des solutions, 238n (110); sur une solution 
de avec singularité convenable, 241n (111); sa sphère 
puisante, 32 (26). 

Echange (propriété d’) de la fonction de Riemann, 93 (42|; de la 
solution élémentaire 243 (114); 312 (145); des coeffitÿente de 
la solution élémentaire, 366 (167); démonstration directe 
pour üo, 369 (169); application à la synthèse, 243 (115). 

Electricité (mouvement de T) dans un câble, 30 (24-24 his). 

Elliptique (cas), définîtion, 46 (22); application de la solution élémen- 
taire, 144 (66); rayon de convergence du développement de 
la solution, dépendant du rayon de convergence relatif aux 
données, 408 (187). 

Erreurs sur les données, leur influence sur la solution, 41 (19); voir 
Continuité. 

Espace (orientation d’), 33 (27). 

Evénement, 9 (4 his). 

Exceptionnel (cas), voir Caractéristique. 

Existence (théorème d’) pour le cas hyperbolique non linéaire, 304-308 
(237-239). 

Existence (non) d’une solution; voir Non-existence. 

Extérieur (problème), 220 (102 hh) \ — de M. Volterra, 270 (127). 

Extérieure (nappe) de caractéristique et propagation correspondante 
d’onde, 238n (110). 

Factorisation (théorème de), 167n (72). 

Finie (partie) d’une intégrale généralisée simple, 183 (80) et suiv.; 
calcul effectif, 190 (84); propriétés, 192 (85); — d’une intégrale 
généralisée multiple, 193 (88); exemples, 206 (95); son rôle 
dans la formule de Green 203 (94). 

Formule fondamentale, Liv. H, chap. II. 

Fonctionnel (formules d’intégration au point de vue du calcul), 324n 

(148). 

Fonctions analytiques, 11 (8); de classe «, 33 (17); (continuité par rap- 
port à des), 44 (20 his). 

Fredholm, sur la solution élémentaire, 101 ( 47 ). 

Général (déterminant), 371n (169). 

Genocchi, sur le théorème d’existence pour les équations aux dérivées 
partielles, lin (7). 



INDEX 


537 


Géod^siques, employées pour la construction du conoïde caracté- 
ristique et de la solution élémentaire, 116 (55) et suiv ; Note 
additionnelle sur les — . 156. 

Gevrey, sur les fonctions de classe «, 33 (17); sur les équations para- 
boliques, 145 (67). 

Giorgi, développe les méthodes de Heaviside, 472n (219). 

Goursat, simplifie la démonstration du théorème de Cauchy-Kowa- 
lewski, 17 (10); (paramètre de), introduit dans les majo- 
rantes, 18 (10), 112 (52); sur les fonctions de classe «, 33 
(17); sur la formule fondamentale, 82n (36); — détermine 
une solution par ses valeurs sur deux variétés sécantes, 
108 (Si); 465 (218). 

Graphiques (représentations), 9-10 (6). 

Groupe de Lorenz, 356 (163). 

Günther, sur les caractéristiques des systèmes, 26n (14). 

Hamel, l’équation ^ , 48n (22). 

Hasard, introduit par la discontinuité, 46 (21). 

Heaviside, sur certains types de problèmes mixtes, 471 (219). 

Hedrick, sur' la solution élémentaire à deux variables, iOOn (46). 

Herglotz, sur la solution élémentaire, 101 n (47). 

Hilbert, sur la solution élémentaire à deux variables lOOn (46); sur 
le traitement des équations non analytiques, 378 (171), 
417 (193). 

Holmgren, sur l’équation de la chaleur, 31 (16); son théorème d’uni- 
cité, 36 (78); sa formation de la solution élémentaire pour 
certains types d’équations, 102 (47). 

Hugoniot (ondes d’après), 25 (13). 

Iluygens (principe de), 75 (33); (majeure de), ihid.; (mineure de), 
75 (33), 239 (111), 324 (149); forme du principe de — , au sens 
de Kirchhoff et de Volterra, 76 (33). 

Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, voir Duhem. 

Hyperbolique (cas), définition, 40 (22); — normal, 47 (22). 

Hyperboloïdes à une et à deux nappes, 48 (22), voir volumes géné- 
ralisés des — 

Hyperquadriques, 211 (97). 

Hypersurfaoes, 6n (2). 

Imaginaires (singularités) limitant la convergence des développements 
de Maclaurin, 12 (8); — pour x = o, limitant la convergence 
par rapport à x, 407 (187). 

Indéfinie (forme caractéristique) 47 (22), 116n (55), 119 (56). 

Indéfinie (équation aux dérivées partielles), 4 (1), démonstrations du 
fait qu’elle est vérifiée, 245 (115-115 hi$). 



538 INDEX 

Inférieure (limite) de la grandeur de l’intervalle d’intégration, néces- 
saire pour limiter le symbole P , 193 (85); fait analogue 
pour les intégrales multiples, 204 (93). 

Initiales (conditions), 49 (23). 

Intégrale (problème de Cauchy réduit à une équation) de Volierra, 
417 (193); (problème mixte réduit à une équation) 481 (225). 

Intérieur (problème), 220 (102 bis). 

Intérieure (nappe) de earaclérislique, 238n (110). 

Inverse (retour) des rayons lumineux, 74 (32). 

Jacobien, des coordonnées par rapport aux variables normales, 121 (57); 
aux paramètres caractérisant les géodésiqiies, 123 (57 6 î>’); 
intervient dans A^r, 127 (59); — dans la solution élémeâ 
taire, 373 (169). 

Janet (Maurice), caractéristiques des systèmes 26n (14). 

Ionesco, sur certaines formes de données aux limites, 472n (219). 

Kanri, sur les méthodes de Heaviside, 472n (210). 

Kirchhoff (méthode de), pour les ondes sphériques, 77 (34); sa for- 
mule déduite de la tliéorie générale, 327 (151). 

Kowalewski (théorème de Cauchy — ), énoncé, 10 (7); démonstration, 
14 (10). 

Ijacets dans le plan complexe, pour la définition des parties finies 
18?) (80), 189 (81). 

Lainé-Beltranii (paramètres différentiels de) pour la quantité T, 
124 (59). 

Landau (polynôme d’approximation de), 431n (193). 

Laplace (problème de Cauchy pour l’équation de) Au = 0, 28 (15). 

La Vallée-Poussin (polynôme d’approximation de), 431n (193). 

Le Roux, théorème de — et Délassas, 102 (48); autre démonstration, 
ibid., ri 

Levi (E.-E.), sur les équations analytiques, 378 (171), 426 (198). 

Levi-Cività, forme invariante de l’équation, 128 (59), 369n (168). 

Lévy (Paul), sur les méthodes d’Heaviside, 472n (219). 

Lichtenstciu, approximation des coefficients, dans le cas elliptique, 
432n (203). 

Ligne, 6n (2). 

Limitation des parties finies des intégrales, voir Supérieures (limites). 

Limités (milieux), 49 (23), 337 (156) et App. H; — dans les deux 
s-ens, 462 (217 bis). 

Lindelôf, sur le théorème de factorisation, 107n (72). 

Lipschitz (condition d'e), l?i9n, (variables normales de) 120 (57), 
voir Normales (variables). 

Logarithmique (solution) de Picard, 99 (46). 



INDEX 539 

Logarithmique (terme) dans la solution élémentaire, 142 (65), sa rela- 
tion avec le principe de Huygens, 324 (149). 

Lorenz (groupe de), voir Groupe. 

Love, sur les discontinuités du premier ordre, 59 (28). 

Majeure de Huygens, voir Huygens. 

Majorantes (séries et équations), 17 (10), 112 (52), 115 (53), 138 (63). 

Mason, forme de données aux limites, 465n (218). 

Mégaligne, môgasurface, 512 (241). 

Méray (notation de), pour les intégrales multiples 94n (42), — et 
Riquier démontrent le théorème de Cauchy-Kowalewski, 
lin (7). 

Métrique orme) 116 (55). 

Mineure de Huygens, voir Huygens. 

Mixte (problème) 48-52 (23-26) et Appendice II; — pour (Cg) avec 
frontière plane, 337 (156); applications à la télégraphie, 
472 (219). 

Monge, sur les caractéristiques, 24n (13). 

Myller étudie une ferme de données aux limites, 465n (218). 

Non analytiques (équations), 415 (192); réduction du problème de Cau- 
chy a une équation intégrale, 417 (193); même résultat pour 
le problème mixte, 481 (225). 

Non-existence de la solution pour le problème de Cauchy relatif à 
Au = 0, 28 (15); — pour (e^) quand les données ne sont 
pas dérivables à un ordre supérieur, 181 (78). 

Non normales (équations), aucun problème correctement posé n’est 
connu à leur égard, 48 (22). 

Normal (type hyperbolique) 47 (22). 

Normales (variables), 121 (57). 

Ondes (leur intervention, 71 (31); — rétrogrades, 73 (32); équation 
des — ) sphériques voir Sphériques; — cylindriques, voir 
Cylindriques; propagation des — , d’après les formules de 
résolution, 237 (110); diffusion des — , 238 (111). 

Ord^e de continuité (voir Continuité); de voisinage, voir ce mot. 

Orientation dans l’espaoe ou dans le temps, 53 (27). 

Osgood, sur le théorème de factorisation, 167n (72). 

Parabolique (cas), définition, 46 (22); — considéré comme limite du 
cas hyperbolique, 145 (67). 

Paramètres différentiels, 124 (59), voir Lamé. 

Parametrix de Hilbert, 378 (171). 

Parseval, sur la descente, 69n (30). 

Picard, applique les approximations successives 39n (18); sur les 
problèmes mixtes, 456 (215); — construit la solution élémen- 
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taire pour m=2, 99 ( 46 ); — détermine une solution, pour 
m=% par ses valeurs sur deux lignes sécantes, 108 (5i); 
— traite des équations non analytiques, 377 ( 171 ). 

Poincaré, expose la solution de Poisson $i7n (28); — le théorème de 
factorisation 107 (72); sur l’invarianoe du déterminant 
général, 371 (169); sur le hasard, 46 (21). 

Poisson (formule de), 57 ( 28 ); — déduite de la théorie générale, 
325 ( 150 ); — soumise à la descente, 71 (30 bis). 

Polynômes (approximation par), 38n ( 18 ), 430n ( 193 ); — de Landau 
et de la Vallée-Poussin, 431n ( 193 ). 

Potentiels (solutions analogues aux), 251 ( 118 ), 272 ( 128 ). 

Principale (valeur) de Cauchy, 190 ( 83 ). 

Projection de E^+i sur Em, 292 (135). 

Prolongement analytique, 35 (17); — non déterminé pour les fonc- 
tions de classe 2, ibid.; voir aussi Quasi analytiques (fonc- 
tions). 

Puisante (sphère) de Duhem, 52 (26). 

Quasi analytiques (fonctions), 37n ( 17 ). 

Quasi-ondes, 59 (28). 

Quotient d’un élément d’espace par une différentielle, 86 (39). 

Pcayleigli, sur la formule de Poisson, 57n (26). 

Rayon de convergence de la solution, 19 ( 11 ); — par rapport à une 
variable, dépendant du rayon de convergence des données 
par rapport aux autres variables, 407 ( 187 ). 

Rayons, 106n ( 49 ). 

Régulières (fonctions), 13 (9). 

Relativité (relations avec la), 53n (27), 98 (45), 116n (55). 

Résiduelle (intégrale), 240 (111). 

Reste des intégrales généralisées, 191 (84). 

Retour inverse des rayons, voir Inverse, ou ci-dessous. 

Rétrograde (onde), 73 (32); (nappe) de conoïde caractéristique, 
75 (32). 

Riemann (méthode de), 79 (35), 93 ( 42 ); — déduite de la théorie géné- 
rale, 314 ( 146 ); (fonction de), 94 ( 42 ); sa relation avec la 
solution élémentaire, 100 ( 46 ). 

Rubinovicz, sur le problème mixte à plus de deux variables, 
477n ( 222 ); 486n ( 229 ). 

Semi-définie (forme caractéristique), 46 (22). 

Signe de l’intégrale résiduelle, 241 ( 112 ). 

Simple ligne, simple surface, 512 ( 241 ). 

Singularités le long d’une surface régulière, voir solutions h — 
— des solutions dans le cas elliptique, 407 (!87). 










